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1a) Pro všechna n ∈ N≥1 určete spektrum úplného grafu Kn.

1b) Pro všechna a, b ∈ N≥1 určete spektrum úplného bipartitńıho grafu Ka,b, tj. bipar-
titńıho grafu, jež má partity velikosti a a b, a celkem ab hran.

2) Bud’ G = (V,E) graf s n vrcholy a spektrem λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn. Dokažte, že

(a)
∑
i∈[n]

(λi)
2 = 2|E| a (b)

∑
i∈[n]

(λi)
3 = 6t,

kde t znač́ı počet všech tř́ıprvkových podmnožin V indukuj́ıćıch v G úplný podgraf.

3) Bud’ G souvislý graf s maximálńım stupněm D, a necht’ spektrum G má největš́ı
vlastńı č́ıslo λ1. Dokažte, že pokud D = λ1 tak G je D-regulárńı.

4) Bud’ G graf s n vrcholy a spektrem λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn. Dokažte, že G je bipartitńı
právě tehdy když λi = −λn−i+1 pro každé i ∈ [n].

5) Realnou matici M nazvěme totálně unimodulárńı, jestliže všechny jej́ı čtvercové
podmatice M ′ splňuj́ı detM ′ ∈ {−1, 0, 1}. Dokažte, že graf G je bipartitńı právě
tehdy když jeho matice incidence BG je totálně unimodulárńı.
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