Kapitanuv denik z Teorie grafu 01TG (ZS 2024)

24. zari — uvod

Definice 1.1 Graf G = (V, E) je usporddand dvojice: néjakd koneénd mnozina
vrchold V', a mnoZina hran E, pro kterou plati E C (‘2/) Casto budeme jako
mnoZinu V wvolit [n].

Obsirnéji je nase definice grafu v nékterych zdrojich oznacovana jako prosty
neorientovany graf.

Definice 1.2 Pro dany graf G znacime V(G) jeho mnozinu vrcholi a E(QG)
jeho mnoZinu hran.

Definice 1.3 Nulovy graf je graf (0,0). Nenulovy graf je graf, kterg nent nulovy.

Definice 1.4 Bud G = (V,E) graf. Dopliikem grafu G oznacujeme graf G =
(V. (3) \ ).

Definice 1.5 Bud G = (V,E) graf,u € V ae € E. Rekneme, Ze u je incidentni
s e, jestlize u € e. Analogicky, pro f € E t.2. e # f Tekneme, Ze e je incidentnd
s f, jestlize len f| = 1.

Definice 1.6 Pro dany graf G = (V, E) a vrchol uw € V', oznaéme Ng(u) sou-
sedstvi u v G, kde
Ng(u) :={w eV : {u,w} € E}.

Prokim mnoZiny Ng(u) rikdme sousedé u; degq(u) := | Ng(u)| Fikdme stuper u.

Véta 1.1 (Princip sudosti neboli “Handshaking lemma”) Pro kaZdy
graf G = (V, E) plati, ze

S degg(v) = 2/

veV

Definice 1.7 Pro dany graf G na (usporddané) mnoziné vrcholi [n] definujeme
skoré grafu jako posloupnost prirozengch éisel (di,ds,...,d,) t.2. d; = degq(4)
pro kazdé i € [n].



Pozorovani 1.2 Bud m € S, permutace. Posloupnost (di,ds,...,d,) je
skore néjakého grafu

<~
(dr(1), dr(2)s - - -, dn(n)) Je skore néjakého grafu.

Véta 1.3 Bud' 0 < dy; <dy <--- <d, <n—1. Posloupnost (d1,da, . ..,dy)
je skore néjakého grafu

—
(di,day. .. dp—a,-1,dn—a, —1,...,dn_1 — 1) je skére néjakého grafu.

d,, éleni




25. zari — pokracovani tivodu
Definice 2.1 Isomorfismus dvou grafi G = (V,E) a H = (W, F) je bijekce
f:V-Wtz

{u,w} € B <= {f(u), f(w)} € F pro kazdé dva rizné u,w € V.

O dvojici grafu, pro které existuje isomorfismus, rekneme, Ze jsou isomorfni, a
znacime G = H.

Definice 2.2 Automorfismus grafu G = (V, E) je bijekce f : V — V takovd, Ze
jde o isomorfismus G a G, neboli

{u,w} € E <= {f(u), f(w)} € E pro kazdé dva rizné u,w € V.

Mnozinu viech automorfismi grafu G znacdime Aut(G).

Pozorovani 2.1 Pro kazZdy graf G, mnozina Aut(G) s operaci sklddani
tvoti grupu.

Definice 2.3 Graf G nazveme strnulym, jestlize | Aut(G)| = 1.

Véta 2.2 Bud G, mnoZina vsech po dvou neisomorfnich grafi s n vrcholy.
Platt, ze

n

22 1G] < 2(3)
n!

Definice 2.4 Sled v grafu G = (V,E) z vrcholu uw € V' do vrcholu w € V je
posloupnost
U = Yo, €1,V1,€2,V2,...Vk—-1,€k, Vg = W

takovd, Ze
o v; €V pro kazdé i € [k — 1],
o ¢; € E pro kazdé i € [k], a
o ¢, ={vi_1,v;} pro kazdé i € [k].

Definice 2.5 Tah v grafu G z u do w je sled v G z v do w takovy, Ze kaZdd
hrana G je v ném obsaZena nejvyse jednou.

Definice 2.6 Cesta v grafu G zu do w je sled v G z u do w takovy, Ze kazdy
vrchol G je v ném obsazen nejvyse jednou. Specidlné, z definice plyne, Ze kazdd
cesta je také tahem.

Pozndmka — nebudeme-li chtit explicitné zduraznit koncové vrcholy sledu resp.
tahu resp. cesty, budeme mluvit pouze o sledu v grafu resp. tahu v grafu resp.
cesté v grafu.



Pozorovani 2.3 Bud G = (V,E) graf a u € V,w € V jeho dva vrcholy.
Plati, Ze nasledugici dvé tvrzeni jsou ekvivalentni:

1. Euxistuje sled v G z vrcholu u do vrcholu w,

2. FEuxistuje cesta v G z vrcholu u do vrcholu w.

Definice 2.7 Pro nenulovy graf G = (V, E), uvazujme ndsledugjici relaci ~ na
V:prou,w eV definujme u ~» w pravé kdyz existuje cesta v G z u do w.

Tvrzeni 2.4 (DU) Pro kazdy graf G = (V, E) je ~ ekvivalenci na V.

Definice 2.8 Pro dany graf G budeme tiidam ekvivalence ~~ ikat komponenty
souvislosti G. Pocet komponent souvislosti budeme znacit comp(G).

Definice 2.9 Nenulovy graf G nazveme souwvisly, jestlize comp(G) = 1. Po-
kud nenulovy graf neni souvisly, neboli comp(G) > 2, tak budeme Tikat, Ze je
nesouvisly.

Véta 2.5 Pro kazZdé prirozené n > 1 plati, Ze
n — 1 n—i
%%Q—1 § ’

kde s; oznacuje pocet souvislych grafi na mnoZiné [n].

Definice 2.10 Katalog zdkladnich grafi:
1. Pron > 1, dplny graf na n vrcholech — K,, := ([n], ([”])>.
2. Pron > 1, prdzdny graf na n vrcholech — E,, := ([n], ).
3. Pron > 1, cesta nan vrcholech (téz cesta délkyn—1) — P, == ([n], {{i,i + 1} : i € [n — 1]}).
4. Pron > 3, cyklus nan vrcholech (té% cyklus délkyn) — Cy, := ([n], E(P,) U {{n,1}}).

Definice 2.11 Bud G = (V, E) graf. Graf H = (W, F) nazveme podgrafem G,
a budeme znacit H C G, jestlize

1. WCVa
2. FCEN(Y).

Definice 2.12 Podgraf H nazveme indukovanym podgrafem G, jestlize F =
En (7).

Definice 2.13 Podgraf H nazveme faktorem G, jestlize W = V.

Definice 2.14 Cyklem v grafu G rozumime podgraf H C G t.2. H = C) pro
néjaké k > 3.



1. fijna — stromy
Definice 3.1 Pro G = (V, E) graf definujeme:
1. minimdlni stupert G s oznacéenim §(G) := min,cy degq(v),
2. mazimdlni stupen G s oznacenim A(G) := max,cy dega(v), a

3. prumérny stupen G s oznacenim avg deg(G) := ﬁ > vey degg(v) = %

Definice 3.2 Bud G = (V,E) graf,veV ae€ E.
1. Podgraf G indukovany V \ {v} budeme zkrdcené zapisovat jako G — v.

2. Faktor G s mnoZinou hran E\ {e} budeme zkrdcené zapisovat jako G — e.

Definice 3.3 Bud G = (V,E) graf a e € E. Hranu e nazveme mostem v G,
jestlize comp(G — e) = comp(G) + 1 .

Lemma 3.1 Bud G = (V, E) graf a e € E. Plat{ ndsledugici ekvivalence:
Hrana e je most v G <= e neni obsaZena v Zadném cyklu G.

Véta 3.2 Bud G = (V, E) nenulovy graf. Potom ndsledugici definice jsou
navzdjem ekvivalentni:

1. G souwvisly a neobsahuje cyklus,
. pro kazdé x € V ay €V ezistuje prdvé jedna cesta v G z x do y,
. G souvisly a kazdy tah v G je cestou,

2
3
4. G je do inkluze viuci hrandm mazimdlni graf neobsahugjici cyklus,
5. G je do inkluze vici hrandm minimdlni graf, ktery je souvisly,

6

. G je sowvisly a |V| = |E| + 1.

Definice 3.4 Graf G = (V, E) nazveme stromem, jestlize je souvisly a nebsa-
huje cyklus.

Definice 3.5 Je-li G = (V. E) graf av € V t.Z degs(v) = 1, potom v nazveme
listem G.

Lemma 3.3 Kazdy strom s alespon 2 vrcholy obsahuje alespori 2 listy.




Pozorovani 3.4 Bud G = (V,E) souvislyj graf a v € V list G. Plati, Ze
G — v je souvisly.

Definice 3.6 Bud G = (V, E) sowvislij graf. Faktor (V, F) C G nazveme kostrou G,
jestlize (V, F) je strom.



2. fijna — Cayleyho formule

Definice 4.1 Bud 7, poéet vech stromi na mnoziné vrcholi [n]. Jingmi slovy,
Tn 2znaci pocet koster K, .

Véta 4.1 (Cayleho formule) Pro kazdé m > 2 plati, ze 7, = n" 2.

Dusledek 4.2 Pocet neisomorfnich stromi s n vrcholy je alespon

1—0(1) e"
o n5/2'

Véta 4.3 Pocet neisomorfnich stromu s n vrcholy je nejuiyse 4™.

Definice 4.2 Pro graf G = (V,E) ae € (‘g)\E oznaéme G+e graf (V, EU{e}).

Pozorovani 4.4 Bud G = (V, E) sowvisly graf, T = (V,F) néjakd jeho
kostra a e € E\ F. Potom T + e obsahuje prdvé jeden cyklus CT.

Definice 4.3 Cyklus CI" z predchdzejiciho pozorovdni nazveme fundamentdlni
cyklus (hrany) e v (grafu) G vici (kostie) T.

Pozorovani 4.5 Bud G = (
kostra, e € E\ F a f € E(CT

€

V,E) sowvisly graf, T = (V,F) néjakd jeho
). Potom (T +e) — f je kostra G.

Definice 4.4 Bud G = (V,E) graf. Faktor H C G wurceny mnoZinou hran
F C E nazveme sudgm faktorem G, jestlize pro kazdy v € V plati, Ze degy(v)
je sudé.

Definice 4.5 Bud G = (V, E) graf s libovolné zafizovanym potadim hran, ne-
boli E ={e1,ea,...,em}. Kazdou F C E si muZeme skrz jeji 0/1-ovy charakte-
risticky vektor Up predstavit jako prvek vektorového prostoru Zy'.

Definice 4.6 Pro graf G = (V, E) definujme prostor cyklu G predpisem

Ce = {Ur : F sudy faktor G}.

Tvrzeni 4.6 Pro kazdy graf G = (V, E) je Co vektorovy podprostor Z3*.




Véta 4.7 Bud G = (V, E) souwvisly graf, T jeho libovolnd kostra, a ne-
cht C1,Cs, . .., C\g|=|v|+1 jsou vSechny fundamentdlni cykly v G vici T.
Charakteristické vektory téchto |E| — |V|+ 1 cykli tvord bazi prostoru Cg.




8. fijna — Kruskaliv a Dijkstrav algoritmus

Definice 5.1 Vdzeny graf G, = (V, E,w) je usporddand trojice, kde (V, E) je
graf a w: E — R.

Tvrzeni 5.1 Bud G = (V,E) sowvislyj graf a w : E — R prostd funkce.
Potom mda vdzeny graf (V, E,w) prdvé jednu kostru Ty, t.2.

2wl = i, D, wlh)

e€E(Tmin) fEE(T)

Kostre Tuin Tikdme minimdlni kostra (MST) vdzeného grafu (V, E,w).

Lemma 5.2 Bud G = (V, E) souvislyj graf, w : E — R prostd funkce a
C C G cyklus v G. Je-li Tryin MST a e hrana C s nejvétsi hodnotou w(e),
potom e ¢ E (Tinin)-

Véta 5.3 (O Kruskalové algoritmu) Bud G = (V, E) sowvisly graf a
w: E — R prostd funkce. Seradime-li hrany E = {e1,ea,...,em} dle vah
w vzestupné a budeme-li v tomto poradi priddvat hrany e; do T za podminky
zachovdni acyklicnosti, visledkem je, Ze T je MST vdzeného grafu (V, E, w).

Definice 5.2 Pro vdzeny graf G, = (V, E,w) a cestu P = vp,e1,v1,...,€s,0p
v Gy definujme
w(P) = Z w(e;).
i€[(]

Definice 5.3 Bid G, = (V, E,w) vdZeny graf a u,v € V dva jeho (ne nutné
riuzné) vrcholy. Vddlenosti w a v v Gy, kterou budeme znacit distg,, (u,v), je
minpep,, w(P), kde Py, znact mnoZinu viech cest v G z u do v.

Definice 5.4 O funkci w: E — R fekneme, Ze je nezdpornd, jestlize w(e) > 0
pro kazdé e € E.

Pozorovani 5.4 Pro kazdy vdzeny graf G, = (V, E,w), kde w je nezdpornd,
je funkce distg, metrikou na V.

w

Véta 5.5 (Dijkstra) Pro kazdy vaZeny graf G, = (V,E,w), kde w je
nezdpornd, a kazdy vrchol s € V existuje acyklicky faktor Ty t.2.

distg,, (s,v) = disty, (s,v) pro kaZdy v € V.




9. fijna — Multigrafy, #koster, bipartitni grafy

Definice 6.1 Multigraf je usporddand dvojice (V, Epr), kde V' je koneénd mnoZina
vrcholu, a Eyy je multimnoZina obsahugici proky (‘2/) Jingmi slovy, kaZdd dvojice
vrchold muze bijt spojena i vice nez jednou hranou.

Alternativné, multigraf je vdzeny graf G = (V, E,w), kde w: E — N>y. Pro
danou hranu e € E fikdme hodnoté w(e) ndsobnost hrany e.

Definice 6.2 Multigraf G = (V, E,w) je souvisly, jestlize graf (V,E) je sou-
visly.

Definice 6.3 Cyklus délky 2 je multigraf (V, Epn) sV = [2] a Ey = {{1,2},{1,2}}.
Definice 6.4 Pocet koster multigrafu G = (V, Epr) definujeme jako pocet F C
Ey t.2 (V, F) je strom, a znacime ho T(G). Poznamengme, Ze aby (V, F) mohl

byti stromem, tak nutné ndsobnost kazdé hrany v F je rovna jedné (tzn. F je
mnozina,).

Definice 6.5 Pro danyg multigraf G = (V, Epn) a hranu {z,y} = e € E, de-
finujme multigrafovou kontrakci hrany e bez smycek jako ndsledugjici multigraf,
ktery budeme znacit G /e, na mnoziné vrcholu (V \ {z,y})U{z} s hranami E,:

e Kazdou {u,v} € Ep, kde {u,v} N{z,y} =0, vlozime do E',,
o kazdou {u,x} € Ey, kde u # y, zménime na {u,z} a vloZime do E};, a
o kazdou {u,y} € Ep, kde u # x, zménime na {u,z} a vlozime do E},.

Zdiraznéme, Ze ndsobnost kazdé hrany {u,v}, kde {u,v} N{z,y} =0, v G/e je
stejnd jako ndsobnost {u,v} v G, a ndsobnost kazdé hrany {u, z} v G/e je rovna
souctu nasobnosti hran {u,z} a {u,y} v G.

Tvrzeni 6.1 Bud G = (V, Epy) multigraf a e € Epy jeho libovolnd hrana.
Potom plati, ze T(G) =T(G —e) + T(G/e).

Definice 6.6 Graf G = (V, E) nazveme bipartitni, jeslize existuje rozklad V na
dvé édsti L a R t.Z. kaZdd hrana vede “mezi” L a R, neboli |eNL| =leNR| =1
pro kazdou e € F.

Definice 6.7 Bud G = (V, E) graf aW C V. W nazveme nezdvislou mnozinou
v G, jestlize podgraf G indukovany W je prdzdny, neboli E N (V;/) = (. Jinak
feceno, le NW| <1 pro kazdou e € E.

Poznamka — alternativni definice pro bipartitnost: V' lze rozdélit na dvé mnoziny
L a R t.z. obé jsou nezavislé v G.

10



Pozorovani 6.2 Je-li G bipartitni graf a H C G jeho podgraf, tak potom
H je bipartitni.

Definice 6.8 Je-li vy, e1,v1,€2,v9,...05_1, €,V tah v grafu, potom jeho délkou
rozumime pocet hran, které obsahuje (tzn. £).

Definice 6.9 O tahu v grafu vy, e1,v1,e2,va,...0_1, €, Vg Tekneme, Ze je uzavieny,
Jestlize jeho dva konce jsou stejngm vrcholem (tzn. vy = vg).

Véta 6.3 Ndsledujici turzend jsou pro graf G = (V, E) navzdjem ekviva-
lentni:

1. G je bipartitni.
2. G neobsahuje uzavieny tah liché délky.
3. G neobsahuje indukovany podgraf isomorfni lichému cyklu.

4. G neobsahuge lichy cyklus (jako podgraf, ne nutné indukovany).

Véta 6.4 Kazdy graf G = (V, E) obsahuje bipartitni faktor (V, F), ktery
spliuje |F| > {@—‘

Véta 6.5 Kazdy graf G = (V, E) s |E| > 1 obsahuje indukovany podgraf H,

ktery splriuje 6(H) > %

11



15. fijna — Graham-Pollak, matice (multi)grafu

Definice 7.1 Bud G = (V,E) graf. O m podgrafech Hy,Hs,... . H,, C G
rekneme, Ze rozklddaji G, jestlize kaZdd hrana e € E je obsaZena v prdvé jednom
podgrafu H;.

Veéta 7.1 Pro kazdé n > 3 plati, Ze jsou-li Hy, Hs,..., H,, uplné grafy,
kazdy s nejvyse n — 1 vrcholy, jeZ rozkladaji K, , tak potom m > n.

Definice 7.2 Bipartitni graf G = (V, E) s ¢dstmi L a R nazveme Uplny bipar-
titni, jestlize |E| = |L||R|, a znacime ho K|r g|-

Véta 7.2 (Graham-Pollak) Pro kazdén > 2 plati, Ze jsou-li Hy, Ho, ..., H,
uplné bipartitnd grafy, jez rozkladaji K, tak potom m > n — 1.

Definice 7.3 Matice sousednosti multigrafu G = ([n], E,w) je symetrickd n xn
matice Ag, kde vsechny prvky na diagondle jsou rovny nule, a (Ag):; proi #j

iy j kud {i,j} € £
i roumo {w((0:3))  pokud (3.} € B.a
0 jinak.

Tvrzeni 7.3 Bud G = ([n], E,w) multigraf s matici sousednosti Ag. Pro
kazdé k € N plati, Ze prvek matice (Ag)* na pozici i, j je roven poctu sledii
délky k z vrcholu i do vrcholu j.

Definice 7.4 Matice incidence multigrafu G = ([n], E,w) s celkem m hranami
€1,€2,...,em je boolovskd n x m matice Bg, kde v i-tém sloupci jsou presné dve
jednicky, a to na pozicich odpovidagicich koncim hrany e;.

Pozorovani 7.4 Bud G = ([n], E,w) multigraf s matici sousednosti Ag a
matici incidence Bg. Potom plati, Ze

degq(1) 0 0
0 degs(2) ... 0
Bg-BL = ¢ ) . + Ag.
0 0 ... degga(n)

Definice 7.5 Spektrum multigrafu G s n vrcholy jsou vlastni ¢isla jeho matice
sousednosti Ag. Spektrum znac¢ime Sp(G) = (A1, A2, ..., An) a predpokldddme,
Ze plati Ay > Ao > ... > Ay

12



Tvrzeni 7.5 Bud G = (V,E) graf s mazimdlnim stupném A, a necht A\
je nejuétsi vlastni éislo matice sousednosti Ag. Potom plati, Ze
2|E|

A> )\ > W = avgdeg(G).

13




16. rfijna — Perron-Frobenius, Laplaceova matice

Véta 8.1 Bud G = (V, E) sowvisly graf s |V| > 2, a necht ¥ je vlastni
vektor prislusici nejuétsimu vilastnimu ¢islu Ag. Potom plati, Ze soutradnice
¥ jsou viechny bud’ ostre kladné, nebo ostie zdporné.

Disledek 8.2 Bud G = (V, E) souvisly graf. Potom plati, Ze ndsobnost
nejvétsiho vlastniho ¢isla Ag je rovna jedné.

Véta 8.3 Bud G = ([n], E) souvisly graf se spektrem Sp(G) = (A1,..., ).
Plati, Ze A\, = —\1 <= G bipartitni.

Definice 8.1 Graf G nazveme d-regularnim jestlize 6(G) = A(G) = d.

Véta 8.4 Bud G = ([n], E) souvisly d-requldrni graf s Sp (G) = (d, A2, ..., A
a necht U3, ..., v, jsou odpovidajici vlastni vektory k Aa, ..., Ap. Potom pro
kazdé i € {2,3,...,n} plati, Ze Eje[n] (v'%)j =0.

Disledek 8.5 Bud G = ([n], E) d-reguldrni graf s Sp (G) = (d, X2, ..., \n).
Potom Sp (G) =mn—-d—-1,-X\,—1,=Xp1—1,...,— A2 —1).

Definice 8.2 Laplaceova matice multigrafu G = ([n], E,w) je symetrickd n X n

matice Lqg, kde

o (Lg)ii, pro i € [n], je rovno degq (i), a

*U)({Z,j}) pOkU’d {Za]} € E,(l

o (Lg)ij, pro{i,j} € ([g]), je rovno {0 jina.

Pozorovani 8.6 Bud G = ([n], E,w) multigraf s matici sousednosti Ag,
matici incidence Bg a Laplaceovou matici Lg. Potom plati, Ze

deg (1) 0 0
0 dega(2) ... 0
LG: . G . . —AG:Bg~Bg—2Ag.
0 0 ... dega(n)
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Pozorovani 8.7 Bud G = (|n], E,w) multigraf s Laplaceovou matici L¢.
Matice Lg je singuldrni, a pro kaZdy vektor & € R™ plati, Ze

Lor= Y ((@)i— (@),

{i,j}€EEM

Tvrzeni 8.8 Bud G = ([n], E,w) multigraf a Lg jeho Laplaceova matice.
Plati, Ze hodnost Lg je rovnan —1 <= G je souvisly.
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