Matroid Intersection a Matroid Partition Problem

Jan Volec

V tomto textu ukdzeme vzdjemnou ekvivalenci dvou velmi zndmych problému
z teorie matroidu a poté Sikovnym algoritmem dokézeme jeden z nich. Predpokladdme
zékladni znalosti o matroidech, které ¢tenaf muze v piipadé zdjmu najit napf.
v [1], [2], ¢ [3].

Véta 1 (Matroid Intersection Problem). Pro libovolné matroidy My = (E, 1)
s Tadovou funkci Ty a Mo = (E,I3) s Tddovou funkei ro nad mnoZinou E plati

/ .
BenNT, B = BOEs—E ! (Er) + 12 (E2).

Slovy feceno, velikost nejvétsi nezdvislé mnoziny E’ v matroidech M; a Mo
je stejna, jako velikost nejmensiho rozkladu nosné mnoziny E na dvé casti Fy
a Fs, pricemz velikosti rozkladu rozumime soucet velikosti nejvétsi nezavislé
mnoziny I; C E; v matroidu M; s velikosti nejvétsi nezavislé mnoziny Io C Ey
v matroidu Ms. V podstaté jde o zobecnéni maximélntho parovani v bipar-
titnich grafech a Konigovy véty.

V&imnéme si, Ze bez jmy na obecnosti muzeme piredpokladat, ze mnoziny F
a Fs jsou disjunktni. Déle si vSimnéme, ze nerovnost ,,<“ se dokaze jednoduse:

Pozorovani 2. Pro kazdou nezdvislou mnozinu E' € T1 NIy a libovolny rozklad
F1UEs = FE plati 7’1(E1) + TQ(EQ) > |E/|

Diikaz. 7 monoténie tddové funkee vyplyva, ze r1(E1) > r1(Ey N E’) a analog-
icky ro(E3) > ro(F2 N E'). Déle vime, ze E’ je nezdvislou mnozinou M resp.
M, proto i By N E’ resp. E> N E’ je nezavislou mnozinou M resp. My. Plat{
tedy, ze Tl(El)—l—’I“Q(EQ) > 7“1(E1 ﬂE/)—I—TQ(EQﬁE/) = |E1 N El|—|—|E2 N El|. Nyni
z toho, ze Fy a Fs tvori rozklad nosné mnoziny F, musi pro jakoukoli mnozinu
E’' C F platit, ze kazdy jeji prvek je v souctu |Ey N E’| 4+ |F2 N E’| zapotten
alesponl jednou. Tim ziskdvdme |Ey N E'| + |[Eo N E’'| > |E’'| a spojenim viech
nerovnost{ dohromady pak 1 (F1) + ro(E2) > |E|. O

Dukaz nerovnosti ,,>“ prozatim odlozme a podivejme se na druhy problém.
Nez jej vyslovime, budeme vsak potiebovat nasledujici definici.

Definice 1 (Rozlozitelnd mnozina). Méjme matroidy My, Ma, ..., My, defino-
vané nad mnozinou E a se systémy nezdvisljch mnozin Iy, T, . .., I. Rekneme,
Ze mnoZina J C E je rozloZitelnd (vzhledem k matroidim My, Mo, ..., My),
pokud lze J zapsat jako sjednoceni k édsti Jy, Ja, ..., i, kde J; je nezdvisld
mnoZina v matroidu M; pro vdechna i € {1,2,...,n}.

Opét bez jmy na obecnosti miuzeme predpokladat, ze ¢asti J; jsou po dvou
disjunktni.



Véta 3 (Matroid Partition Problem). Bud J C E nejuétsi rozloZitelnd mnoZina
vzhledem k matroidim My, Ma, ..., My nad E s fadovijmi funkcemiry,ra, ... 7.

Poté plati, ze
k

] = min |E\ 4] + Y ri(A)

i=1
I v tomto piipadé plati, ze diukaz nerovnosti neni ,,<* tézky:

Pozorovani 4. Pro kaZdou rozloZitelnou mnozinu J C E vzhledem k matroidium
My, Mo, ..., My nad E a kaZdou mnozinu A C E plat{

k
|| < IE\A|+ZM(A)

Diikaz. Nejprve prvky J rozdélime do dvou skupin dle toho, zda jsou v A, &
nikoli, tj. |J| = |J \ 4| + |J N A|. Déle vime, ze mnozinu J lze vyjadiit jako
sjednoceni systému mnozin J; po fadé nezavislych v M;. Z toho vyplyvé, ze
|Jﬁ A| < Zi |J1 ﬁA| = er7(‘]7 ﬂA) < El ’I“z(A) Protoze |J\A| < |E’\14|7
dostédvame spojenim viech nerovnosti dohromady |J| < |E\A|—|—Z:f:1 ri(4). O

Nyni se zaméiime na vzdjemné pievody problému mezi sebou. Tvrdime, ze
z platnosti Véty 1 (Matroid Intersection Problem) vyplyvéd platnost Véty 3
(Matroid Partition Problem). K tomu si nejprve uvédomime, Ze nasledujici
mnozinovy systém tvoii matroid.

Definice 2 (Rozkladovy matroid). Méjme nosnou mnoZinu E a jeji libovolny
rozklad na disjunktnd mnoziny Ey, Fs, ..., Ey. Rekneme, e I C E je prokem
systému mnozin I, jestlize |I N E;| <1 pro vsechna i € {1,2,...,k}. Je snadné
nahlédnout, Ze P = (E,I) je matroid, a je-li matroid M izomorfni s néjakym
takto vytvorenym matroidem P, tikdme pak, Ze M je rozkladovy matroid. Pro
Uplnost jesté dodejme, Ze rozkladové matroidy jsou specidlni pripad tzv. trans-
verzdlnich matroidii.

Ted uz mame pripraveno vse pro slibované tvrzeni.

Tvrzeni 5. Plati-li véta Matroid Intersection, potom plati i véta Matroid Par-
tition.

Diikaz. V podstaté pievyprdvime redukei popsanou v [2]. Mé&me posloupnost
matroidu M1, Mo, ..., M nad E. Nejprve misto mnoziny E uvazme mnozinu
F vzniklou jako sjednoceni k disjunktnich kopii E. Tyto kopie oznatme E; a
matroidy M; nyni uvazujme nad mnozinami F; misto nad E. Sestrojme ma-
troid U jako direktni soucet matroidi M; a matroid P jako rozkladovy matroid
mnozin {F,;e € E}, kde F, oznac¢uje mnozinu vSech kopii prvku e € E v F.

Je ztejmé, ze kazda nezavisla mnozina I pro matroidy U a P ,kéduje” ro-
zlozitelnou mnozinu v. My, Mo, ..., M. Pfedstavime-li si kazdy prvek F' jako
dvojici (e, i), kde e € E ai € {1,2,...,k}, pak nezdvislost v U fika, Ze mnozina
prvka I s druhou soutadnici 7 je nezavisla v . M,, tj. pujde opravdu o rozklad.
Nezavislost v P naopak tiké, ze I obsahuje nejvyse jednu kopii kazdé e € E, tj.
zakédovany rozklad bude disjunktni. Bud J nejvétsi nezdvisld mnoZina v ma-
troidech U a P. Z véty Matroid Intersection vime, ze pak existuje rozklad



mnoziny F na disjukntnf ¢dsti Fy; a Fp takové, ze |J| = ry(Fy) +rp(Fp). O J
ukazeme, ze je i nejveétsi rozlozitelnou mnozinou v My, Mo, ..., My ve smyslu
formule z Véty 3.

Ted piijde klicova cast dikazu — obsahuje-li ¢dst Fp alespoii jednu kopii
ngjakého prvku e € E, muzeme bez jmy na obecnosti predpokladat, ze ob-
sahuje vSech k kopii e. A divod je prosty, obsahuje-li Fp alespon jednu kopii
e, pfesutime z Fyy do Fp i vSechny piipadné dalsi kopie e, které v Fp nejsou.
Takto upraveny rozklad si ozna¢me Fy, Fp. Z definice P resp. z monoténie
Ffadové funkce vidime, ze rp (F’p) = rp(Fp) resp. ry (Fu) < ry(Fy). Ale
vyraz ry (Fy) + rp(Fp) mél nejmensi hodnotu pies viechny rozklady F, proto
Y (Fu) >ry(Fy) atimi|J| =ry (Fy) +rp (Fp) =1y (Fz,{) +rp (Fp)

Polozme A = {e €E:Fy obsahuje kopii e}. 7 definice matroidu U plyne
rovnost Ele ri(A) =ry (ﬁu) . Naopak z definice matroidu P vime, ze |E\ A| =

P (Fp) Jiz vime, ze J je rozlozitelna, a ve spojeni s Pozorovanim 4 musi byt
i nejveétsi rozlozitelnd mnozina vzhledem k My, Mo, ... My, ¢imz je dukaz
hotov. O

Ukézeme ted i opaénou redukci, jinymi slovy z platnosti Véty 3 vyplyva
platnost Véty 1, diky ¢emuz jsou problémy Matroid Intersection a Matroid
Partition ekvivalentni. I ted budeme na zacatku potiebovat piipomenout si
néjaké zakladni pojmy o matroidech, tak sméle do toho.

Méjme matroid M nad E a ozna¢me jeho systém bazi B = {B : B baze M}.
Pro uplnost poznamenejme, ze baze B je do inkluze maximélni nezavisld mnozina
M. Je snadné si rozmyslet, ze vSechny baze maji stejnou velikost, jez je rovna
r(E). Tato hondota se bézné oznacuje jako fad matroidu a znaci se r(M).

Nad matroidy muzeme také vybudovat dualitu, ktera je v podstaté zobecnénim
duality v rovinnych grafech. Stejné jako samotné matroidy muzeme zavést vice
zpusoby, i dualitu lze definovat ruzné. My se budeme drzet definice z [1] & [3].

Definice 3. Méjme matroid M nad E se systémem bazi B a definujme systém
B* = {E\ B: B € B}. Potom plati, Ze B* je opét systém bazi néjakého ma-
troidu, tento matroid se nazyjvd dudlnim matroidem k M a oznacuje se M*.

O dualnich matroidech lze dokazat fada zajimavych vlastnosti, napt. dudlni
matroid k dudlnfmu matroidu M je opét M, neboli (M*)* = M. My si vsak
z duality, vyjma konceptu samotného, vypujéime jen nésledujici vlastnost radové
funkce dudlu r*, kterd se bézné oznacuje jako co-radova funkce.

Fakt 6. Pro co-radovou funkci r* k matroidu M nad E plati ndsledujici for-
mule:
r"(X)=|X|—-r(M)+r(E\ X).

S pomoci tohoto faktu jiz dokdzeme redukci snadno.

Tvrzeni 7. Plati-li véta Matroid Partition, potom plati i véta Matroid Inter-
section.

Diikaz. Dukaz je opét volné inspirovén [2], kde je uveden jako cvicen{ s ndvodem.
Hlavnim trikem je pouzit dualitu. Méjme M; a Mo matroidy nad E a hledejme



jejich spolecnou nejveétsi nezavislou mnozinu. Ozna¢me J nejvétsi rozlozitelnou
mnozinu v M; a M3 s rozkladem na ¢asti J; a J3.

Podle véty Matroid Partition existuje A C F, pro kterou plati, ze velikost J
je rovna |E\ A| +r1(A) +r3(A). Rozsifme ted J3 na bdzi Bj matroidu M3 a
uvazme mnozinu E’ = J\ Bj. Jednak plati, ze E' C J;, a proto E’ je nezavisla
v My, na druhou stranu ale E' C (E'\ Bj), tudiz je F’ nezdvisld i v Ms.

Zbyvé nam ukdzat, ze E’ je nejvétsi nezdvislou mnozinou v.M; a Mo,
k ¢emuz staci najit vhodny rozklad FE. Malé prekvapeni je, ze tento rozklad uz
méme, coz si uvédomime pouzitim Faktu 6 o co-fddové funkci na F\ A v M3.
Pocitejme tedy: r1(A) +re(E\A) =1 (A)+|E\ Al +r3(A)—|Bs| = |J|— | B3|
Tim jsme vSak hotovi, nebot |E’| = |J\ B3| > |J|—|B3| = r1(A)+r2(E\ A), coz
dohromady s Pozorovénim 2 i{kd, ze E’ je opravdu nejvétsi nezdvisld mnozina
pro M; a Ms ve smyslu formule z Véty 1. O

Na samotny zaveér dokazeme nerovnost ,,>“ z Véty 1, kterou jsme na zacatku
odlozili. Tim zavrsime dukaz Véty 1 a zaroven, jak uz nyni vime, i Véty 3.
Dukaz pochézi z [3], podobny argument vSak muzeme najit i v [2]. Dukaz je
algoritmicky a jeho popis ndm piimo dava polynomidlni algoritmus pro fesSeni
problému Matroid Intersection.

Abychom nemuseli nékteré mnozinové operace psat dlouhymi formulemi,
zavedeme si nasledujici veelku intuitivni znaceni.

Definice 4. Pro mnozZinu M a prvek p budeme vyrazem M + p oznacovat M U
{p}. Analogicky pak M — p definujeme jako M \ {p}.

Véta 8. Méjme matroidy My = (E,I;1) s tddovou funkci m a Mo = (E,Zs)
s fadovou funkci ro nad mnoZinou E. Potom v polynomidlnim case pro kazZdou
jejich spolecnou nezdvislou mnozinu E' mizeme bud najit ,vhodny“ rozklad,
ktery dokazuje jeji nejvétsi velikost, nebo ostre vétsi mnoZinu E", jeZ je opét
nezdvislou mnozinou v My a Ms.

Dukaz. Na zékladé E’ si nejprve zkonstruujme pomocny orientovany bipar-
titni graf H s partitami E' a X = E\ E'. Z prvku e € E’ vede (oriento-
vand) hrana do z € X prdavé kdyz mnozina (E' — e) + z je nezdvisld v M.
Naopak z x € X vede hrana do e € E’ pravé kdyz mnozina (E' — e) + x
je nezdvisld v . My. Uvazme jesté mnoziny X, = {z € X : (F' +z) € I; } resp.
Xo = {z e€X:(F +xz) €I} apodivejme se, zda v H existuje orientovand
cesta z X; do Xs.

Nejprve rozebereme jednodussi piipad, kdy zadna takova cesta neexistuje.
Tvrdime, ze v tomto piipadé najdeme ,, vhodné“ rozdéleni E. Bud'te F; D X5 a
FEs O X rozdéleni takové, ze v.H nevede zadna orientovana cesta z Fo do Ej.
Nenf tézké si uvédomit, ze za nasich predpokladu je toto vzdy mozné.

Ukézeme, ze |E'NE1| =1 (E'NEy) = r1(E1). Necht pro spor r1 (E'NE;) <
r1(E1). Nejprve si viimnéme, ze potom nemuze platit £/ C E;. Kazdy prvek
xz € Ej, ktery rozsifuje E’, je z definice prvkem X;. AvSsak X; a F; jsou dle
svych definic disjunktni, takze je-li £’ C E7, tak E’ tvori bazi v M1 ziZeném na
E1, a nutné tedy r (E1) = r(E') = r1(E' N Ep). Muzeme tedy predpokladat,
zeri1(E'NEy) = |E'NEy| <|E'| aze existuje e € (E' \ F1). Rozsifme nejprve
E'NE; o prvek z € (E; \ E') na nezdvislou mnozinu Z = (E' N Ey) + z. Poté
postupné rozsifujme Z o prvky E’, dokud muZeme pouZit rozsifujici axiom na
tyto mnoziny v Mj. Skonc¢ime tedy s nezdvislou mnozinou Z’' O Z, jejiz velikost



je presné |E’|. Neni tézké si rozmyslet, ze potom Z’ musi byt rovna mnoziné
(E’ — e) + z pro néjaky prvek e € (E'\ E1) = (E' N E3). Ovsem Z’ je nezavisla
v My, proto v H vede hrana z e do z. Jenze e € Fs a z € F1, coz je spor s tim,
ze nevede zadna cesta z F> do Ej.

Obdobné nahlédneme, ze |E' N Ey| = ro(E' N E2) = ro(E2). Analogickou
argumentaci bychom jinak nagli mnozinu (E’ — f) + y pro ngjakd y € Fy a
f € Ej. To by v tomto pripadé tikalo, ze v H vede hrana z y do f, ¢imz opét
dostavame spor s neexistenci cesty z E5 do F;. Pokud tedy v H neexistuje cesta
z X1 do Xo, pak je |E'| = |[E'NE1|+|E'NEy| =r1(E1)+r2(Es),a EyUEy = E
je dobrym rozkladem vzhledem k E’.

Necht tedy nastane druhd moznost a v H existuje cesta z X; do Xs, vezméme
si nejkratsi takovou cestu P. Neformdlné feceno, budeme chtit E’ zvétsit
»podél“ cesty P analogicky k zveétseni podél volné stiidavé cesté pii hledani
max. parovani. Bud P = zgeizies...ex;, kde g € X1 a x; € Xo. VSimnéme si
na okraj, ze pokud by I =0, je 2o € X7 N X5 a tim je pfimo z definice mnozina
E" = (E' + x¢) nezdvisld v My i v.Ms. Tvrdime, ze mnozina

E" =(E'\{e1,...,e1}) U{zo,21,..., 71}

je nezavislda v. M7 a Ms. Protoze bude néasledujici argumentace opét symetricka
(bud’ bychom hrany v nasledujicim prochdzeli v opaéném potadi, nebo bychom
prohodili role M; a Ms pii konstrukei H), dokézeme pouze, ze E” je nezdvisla
v M. Nejprve vyslovime nasledujici mirné technické lemma.

Lemma 9. Mnoziny E;, = (E'\ {ek,...,ei}) U {zk,..., 2z} jsou nezdvislé
mnoZiny matroidu My pro k € {1,2,...,1}.

Dukaz. Indukei dle k, (netradiéné) jdouci doli od I k 1. Pro k = [ je tvrzen{
samozfejmé, nebot z e; do z; vede hrana pravé proto, ze Ej je nezdvisla v M.

Piedpokladejme nyni, Ze mnoziny Ej ,, ..., E] jsou nezavislé. Potom (Ej}, —
vg) C B}y, ¢imzto B —xy je nezdvisld mnozina velikosti |[E'| — 1. Protoze v H
vede hrana z eg do xy, je i (E' — ex) + x5 nezdvisld mnozina, tentokrat velikosti
|E’|. Pouzijme tedy na tuto dvojici mnozin rozsifujic{ axiom v My, diky ¢emuz
ziskdvame nezavislou mnozinu (E}, — xj) + z pro néjaké z € {xy, exq1,..., €}
Kdyby z = xi, jsme hotovi. Pro spor tedy piedpokladejme, ze z = e~ . Rozsifme
mnozinu E’ — e o prvek y z mnoziny (Ej, — zx) + esk. Je ziejmé, ze musi

Yy € {Tkt1,...,21}, a proto (E' — er) + x> je nezdvislou mnozinou v.Mj. To
v8ak znamend, ze v H vede hrana z e, do x~, coz je spor s tim, ze P byla
nejkratsi cesta. O

Dokongéit cely dukaz je nyni uz jen cvi¢eni na fadovou funkci. Z predchazejiciho
lemmatu vime, ze E] = (E'\ {e1,...,e1}) U{x1,..., 2} je nezdvisld mnozina
velikosti |E’|. Déle vime, ze E’ + xo je nezdvisld mnozina velikosti |E'| 4+ 1,
protoze xp € X;. Naopak si v§imnéme, ze mnozina E’ 4+ z>1 v Mj nemize byt
nezévisld, protoze pak by P nebyla nejkratsi. Proto r1 (E' + z>1) = |E’| a diky
tomuir (E'U{xy,...,2;}) = |E'| (kdyby méla obsahovat nezavislou mnozinu
velikosti vétsi nez |E’|, tak o néjaky jeji prvek rozsiiime E’, ¢imz bychom z{skali
nezgvislou mnozinu tvaru E’ + x>1). Mnozinu E' U {z1,...,2;} si oznaéme D.
Kdyz nyn{ rozsifime E] o prvek z mnoziny E' + ¢, kde = € {zg,e1,...,¢€},
vime, ze x # e;. Kdyby x = e;, méli bychom nezévislou mnozinu velikosti
|E’| + 1, kterd je podmnozinou D, ackoli r1(D) je pouze |E’|. To vSak nejde,
proto x = xg, E” je nezdvisld v M1, a celd véta timto dokdzana. O
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