
Matroid Intersection a Matroid Partition Problem

Jan Volec

V tomto textu ukážeme vzájemnou ekvivalenci dvou velmi známých problémů
z teorie matroid̊u a poté šikovným algoritmem dokážeme jeden z nich. Předpokládáme
základńı znalosti o matroidech, které čtenář může v př́ıpadě zájmu naj́ıt např.
v [1], [2], či [3].

Věta 1 (Matroid Intersection Problem). Pro libovolné matroidy M1 = (E, I1)
s řádovou funkćı r1 a M2 = (E, I2) s řádovou funkćı r2 nad množinou E plat́ı

max
E′∈I1∩I2

|E′| = min
E1∪E2=E

r1(E1) + r2(E2).

Slovy řečeno, velikost největš́ı nezávislé množiny E′ v matroidech M1 a M2

je stejná, jako velikost nejmenš́ıho rozkladu nosné množiny E na dvě části E1

a E2, přičemž velikost́ı rozkladu rozumı́me součet velikosti největš́ı nezávislé
množiny I1 ⊆ E1 v matroidu M1 s velikost́ı největš́ı nezávislé množiny I2 ⊆ E2

v matroidu M2. V podstatě jde o zobecněńı maximálńıho párováńı v bipar-
titńıch grafech a Königovy věty.

Všimněme si, že bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že množiny E1

a E2 jsou disjunktńı. Dále si všimněme, že nerovnost
”
≤“ se dokáže jednoduše:

Pozorováńı 2. Pro každou nezávislou množinu E′ ∈ I1 ∩ I2 a libovolný rozklad
E1 ∪ E2 = E plat́ı r1(E1) + r2(E2) ≥ |E′|.

D̊ukaz. Z monotónie řádové funkce vyplývá, že r1(E1) ≥ r1(E1 ∩ E′) a analog-
icky r2(E2) ≥ r2(E2 ∩ E′). Dále v́ıme, že E′ je nezávislou množinou M1 resp.
M2, proto i E1 ∩ E′ resp. E2 ∩ E′ je nezávislou množinou M1 resp. M2. Plat́ı
tedy, že r1(E1)+r2(E2) ≥ r1(E1∩E′)+r2(E2∩E′) = |E1 ∩ E′|+|E2 ∩ E′|. Nyńı
z toho, že E1 a E2 tvoř́ı rozklad nosné množiny E, muśı pro jakoukoli množinu
E′ ⊆ E platit, že každý jej́ı prvek je v součtu |E1 ∩ E′| + |E2 ∩ E′| započten
alespoň jednou. Tı́m źıskáváme |E1 ∩ E′| + |E2 ∩ E′| ≥ |E′| a spojeńım všech
nerovnost́ı dohromady pak r1(E1) + r2(E2) ≥ |E′|.

Důkaz nerovnosti
”
≥“ prozat́ım odložme a pod́ıvejme se na druhý problém.

Než jej vyslov́ıme, budeme však potřebovat následuj́ıćı definici.

Definice 1 (Rozložitelná množina). Mějme matroidy M1,M2, . . . ,Mk defino-
vané nad množinou E a se systémy nezávislých množin I1, I2, . . . , Ik. Řekneme,
že množina J ⊆ E je rozložitelná (vzhledem k matroid̊um M1,M2, . . . ,Mk),
pokud lze J zapsat jako sjednoceńı k část́ı J1, J2, . . . , Jk, kde Ji je nezávislá
množina v matroidu Mi pro všechna i ∈ {1, 2, . . . , n}.

Opět bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že části Ji jsou po dvou
disjunktńı.
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Věta 3 (Matroid Partition Problem). Bud’ J ⊆ E největš́ı rozložitelná množina
vzhledem k matroid̊um M1,M2, . . . ,Mk nad E s řádovými funkcemi r1, r2, . . . , rk.
Poté plat́ı, že

|J | = min
A⊆E

|E \ A| +
k∑

i=1

ri(A).

I v tomto př́ıpadě plat́ı, že d̊ukaz nerovnosti neńı
”
≤“ těžký:

Pozorováńı 4. Pro každou rozložitelnou množinu J ⊆ E vzhledem k matroid̊um
M1,M2, . . . ,Mk nad E a každou množinu A ⊆ E plat́ı

|J | ≤ |E \ A| +

k∑

i=1

ri(A)

.

D̊ukaz. Nejprve prvky J rozděĺıme do dvou skupin dle toho, zda jsou v A, či
nikoli, tj. |J | = |J \ A| + |J ∩ A|. Dále v́ıme, že množinu J lze vyjádřit jako
sjednoceńı systému množin Ji po řadě nezávislých v Mi. Z toho vyplývá, že
|J ∩ A| ≤

∑
i
|Ji ∩ A| =

∑
i
ri(Ji ∩ A) ≤

∑
i
ri(A). Protože |J \ A| ≤ |E \ A|,

dostáváme spojeńım všech nerovnost́ı dohromady |J | ≤ |E\A|+
∑k

i=1
ri(A).

Nyńı se zaměř́ıme na vzájemné převody problémů mezi sebou. Tvrd́ıme, že
z platnosti Věty 1 (Matroid Intersection Problem) vyplývá platnost Věty 3
(Matroid Partition Problem). K tomu si nejprve uvědomı́me, že následuj́ıćı
množinový systém tvoř́ı matroid.

Definice 2 (Rozkladový matroid). Mějme nosnou množinu E a jej́ı libovolný
rozklad na disjunktńı množiny E1, E2, . . . , Ek. Řekneme, že I ⊆ E je prvkem
systému množin I, jestlǐze |I ∩ Ei| ≤ 1 pro všechna i ∈ {1, 2, . . . , k}. Je snadné
nahlédnout, že P = (E, I) je matroid, a je-li matroid M izomorfńı s nějakým
takto vytvořeným matroidem P, ř́ıkáme pak, že M je rozkladový matroid. Pro
úplnost ještě dodejme, že rozkladové matroidy jsou speciálńı př́ıpad tzv. trans-
verzálńıch matroid̊u.

Ted’ už máme připraveno vše pro slibované tvrzeńı.

Tvrzeńı 5. Plat́ı-li věta Matroid Intersection, potom plat́ı i věta Matroid Par-
tition.

D̊ukaz. V podstatě převypráv́ıme redukci popsanou v [2]. Mějme posloupnost
matroid̊u M1,M2, . . . ,Mk nad E. Nejprve mı́sto množiny E uvažme množinu
F vzniklou jako sjednoceńı k disjunktńıch kopíı E. Tyto kopie označme Ei a
matroidy Mi nyńı uvažujme nad množinami Ei mı́sto nad E. Sestrojme ma-
troid U jako direktńı součet matroid̊u Mi a matroid P jako rozkladový matroid
množin {Fe; e ∈ E}, kde Fe označuje množinu všech kopíı prvku e ∈ E v F .

Je zřejmé, že každá nezávislá množina I pro matroidy U a P
”
kóduje“ ro-

zložitelnou množinu v M1,M2, . . . ,Mk. Představ́ıme-li si každý prvek F jako
dvojici (e, i), kde e ∈ E a i ∈ {1, 2, . . . , k}, pak nezávislost v U ř́ıka, že množina
prvk̊u I s druhou souřadnićı i je nezávislá v Mi, tj. p̊ujde opravdu o rozklad.
Nezávislost v P naopak ř́ıká, že I obsahuje nejvýše jednu kopii každé e ∈ E, tj.
zakódovaný rozklad bude disjunktńı. Bud’ J největš́ı nezávislá množina v ma-
troidech U a P . Z věty Matroid Intersection v́ıme, že pak existuje rozklad
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množiny F na disjukntńı části FU a FP takové, že |J | = rU (FU ) + rP(FP ). O J

ukážeme, že je i největš́ı rozložitelnou množinou v M1,M2, . . . ,Mk ve smyslu
formule z Věty 3.

Ted’ přijde kĺıčová část d̊ukazu – obsahuje-li část FP alespoň jednu kopii
nějakého prvku e ∈ E, můžeme bez újmy na obecnosti předpokládat, že ob-
sahuje všech k kopíı e. A d̊uvod je prostý, obsahuje-li FP alespoň jednu kopii
e, přesuňme z FU do FP i všechny př́ıpadné daľśı kopie e, které v FP nejsou.
Takto upravený rozklad si označme F̃U , F̃P . Z definice P resp. z monotónie

řádové funkce vid́ıme, že rP

(
F̃P

)
= rP(FP ) resp. rU

(
F̃U

)
≤ rU (FU ). Ale

výraz rU (FU ) + rP (FP) měl nejmenš́ı hodnotu přes všechny rozklady F , proto

rU

(
F̃U

)
≥ rU (FU ) a t́ım i |J | = rU (FU ) + rP (FP ) = rU

(
F̃U

)
+ rP

(
F̃P

)
.

Položme A =
{
e ∈ E : F̃U obsahuje kopii e

}
. Z definice matroidu U plyne

rovnost
∑k

i=1
ri(A) = rU

(
F̃U

)
. Naopak z definice matroidu P v́ıme, že |E\A| =

rP

(
F̃P

)
. Již v́ıme, že J je rozložitelná, a ve spojeńı s Pozorováńım 4 muśı být

i největš́ı rozložitelná množina vzhledem k M1,M2, . . . ,Mk, č́ımž je d̊ukaz
hotov.

Ukážeme ted’ i opačnou redukci, jinými slovy z platnosti Věty 3 vyplývá
platnost Věty 1, d́ıky čemuž jsou problémy Matroid Intersection a Matroid
Partition ekvivalentńı. I ted’ budeme na začatku potřebovat připomenout si
nějaké základńı pojmy o matroidech, tak směle do toho.

Mějme matroid M nad E a označme jeho systém baźı B = {B : B báze M}.
Pro úplnost poznamenejme, že báze B je do inkluze maximálńı nezávislá množina
M. Je snadné si rozmyslet, že všechny báze maj́ı stejnou velikost, jež je rovna
r(E). Tato hondota se běžně označuje jako řád matroidu a znač́ı se r(M).

Nad matroidy můžeme také vybudovat dualitu, která je v podstatě zobecněńım
duality v rovinných grafech. Stejně jako samotné matroidy můžeme zavést v́ıce
zp̊usoby, i dualitu lze definovat r̊uzně. My se budeme držet definice z [1] či [3].

Definice 3. Mějme matroid M nad E se systémem baźı B a definujme systém
B∗ = {E \ B : B ∈ B}. Potom plat́ı, že B∗ je opět systém baźı nějakého ma-
troidu, tento matroid se nazývá duálńım matroidem k M a označuje se M∗.

O dualńıch matroidech lze dokázat řada zaj́ımavých vlastnost́ı, např. duálńı
matroid k duálńımu matroidu M je opět M, neboli (M∗)

∗
= M. My si však

z duality, vyjma konceptu samotného, vyp̊ujč́ıme jen následuj́ıćı vlastnost řádové
funkce duálu r∗, která se běžně označuje jako co-řádová funkce.

Fakt 6. Pro co-řádovou funkci r∗ k matroidu M nad E plat́ı následuj́ıćı for-
mule:

r∗(X) = |X | − r(M) + r(E \ X).

S pomoćı tohoto faktu již dokážeme redukci snadno.

Tvrzeńı 7. Plat́ı-li věta Matroid Partition, potom plat́ı i věta Matroid Inter-
section.

D̊ukaz. Důkaz je opět volně inspirován [2], kde je uveden jako cvičeńı s návodem.
Hlavńım trikem je použit dualitu. Mějme M1 a M2 matroidy nad E a hledejme
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jejich společnou největš́ı nezávislou množinu. Označme J největš́ı rozložitelnou
množinu v M1 a M∗

2 s rozkladem na části J1 a J∗
2 .

Podle věty Matroid Partition existuje A ⊆ E, pro kterou plat́ı, že velikost J

je rovna |E \ A| + r1(A) + r∗2(A). Rozšǐrme ted’ J∗
2 na bázi B∗

2 matroidu M∗
2 a

uvažme množinu E′ = J \B∗
2 . Jednak plat́ı, že E′ ⊆ J1, a proto E′ je nezávislá

v M1, na druhou stranu ale E′ ⊆ (E \ B∗
2 ), tud́ıž je E′ nezávislá i v M2.

Zbývá nám ukázat, že E′ je největš́ı nezávislou množinou v M1 a M2,
k čemuž stač́ı naj́ıt vhodný rozklad E. Malé překvapeńı je, že tento rozklad už
máme, což si uvědomı́me použit́ım Faktu 6 o co-řádové funkci na E \ A v M∗

2.
Poč́ıtejme tedy: r1(A)+ r2(E \A) = r1(A)+ |E \A|+ r∗2(A)−|B∗

2 | = |J |− |B∗
2 |.

Tı́m jsme však hotovi, nebot’ |E′| = |J \B∗
2 | ≥ |J |−|B∗

2 | = r1(A)+r2(E\A), což
dohromady s Pozorováńım 2 ř́ıká, že E′ je opravdu největš́ı nezávislá množina
pro M1 a M2 ve smyslu formule z Věty 1.

Na samotný závěr dokážeme nerovnost
”
≥“ z Věty 1, kterou jsme na začátku

odložili. Tı́m završ́ıme d̊ukaz Věty 1 a zároveň, jak už nyńı v́ıme, i Věty 3.
Důkaz pocháźı z [3], podobný argument však můžeme naj́ıt i v [2]. Důkaz je
algoritmický a jeho popis nám př́ımo dává polynomiálńı algoritmus pro řešeńı
problému Matroid Intersection.

Abychom nemuseli některé množinové operace psát dlouhými formulemi,
zavedeme si následuj́ıćı vcelku intuitivńı značeńı.

Definice 4. Pro množinu M a prvek p budeme výrazem M + p označovat M ∪
{p}. Analogicky pak M − p definujeme jako M \ {p}.

Věta 8. Mějme matroidy M1 = (E, I1) s řádovou funkćı r1 a M2 = (E, I2)
s řádovou funkćı r2 nad množinou E. Potom v polynomiálńım čase pro každou
jejich společnou nezávislou množinu E′ m̊užeme bud’ naj́ıt

”
vhodný“ rozklad,

který dokazuje jej́ı největš́ı velikost, nebo ostře větš́ı množinu E′′, jež je opět
nezávislou množinou v M1 a M2.

D̊ukaz. Na základě E′ si nejprve zkonstruujme pomocný orientovaný bipar-
titńı graf H s partitami E′ a X = E \ E′. Z prvku e ∈ E′ vede (oriento-
vaná) hrana do x ∈ X právě když množina (E′ − e) + x je nezávislá v M1.
Naopak z x ∈ X vede hrana do e ∈ E′ právě když množina (E′ − e) + x

je nezávislá v M2. Uvažme ještě množiny X1 = {x ∈ X : (E′ + x) ∈ I1} resp.
X2 = {x ∈ X : (E′ + x) ∈ I2} a pod́ıvejme se, zda v H existuje orientovaná
cesta z X1 do X2.

Nejprve rozebereme jednodušš́ı př́ıpad, kdy žádná taková cesta neexistuje.
Tvrd́ıme, že v tomto př́ıpadě najdeme

”
vhodné“ rozděleńı E. Bud’te E1 ⊇ X2 a

E2 ⊇ X1 rozděleńı takové, že v H nevede žádná orientovaná cesta z E2 do E1.
Neńı těžké si uvědomit, že za našich předpoklad̊u je toto vždy možné.

Ukážeme, že |E′∩E1| = r1(E
′∩E1) = r1(E1). Necht’ pro spor r1(E

′∩E1) <

r1(E1). Nejprve si všimněme, že potom nemůže platit E′ ⊆ E1. Každý prvek
x ∈ E1, který rozšǐruje E′, je z definice prvkem X1. Avšak X1 a E1 jsou dle
svých definic disjunktńı, takže je-li E′ ⊆ E1, tak E′ tvoŕı bázi v M1 zúženém na
E1, a nutně tedy r1(E1) = r1(E

′) = r1(E
′ ∩ E1). Můžeme tedy předpokládat,

že r1(E
′ ∩ E1) = |E′ ∩ E1| < |E′| a že existuje e ∈ (E′ \ E1). Rozšǐrme nejprve

E′ ∩ E1 o prvek z ∈ (E1 \ E′) na nezávislou množinu Z = (E′ ∩ E1) + z. Poté
postupně rozšǐrujme Z o prvky E′, dokud můžeme použ́ıt rozšǐruj́ıćı axiom na
tyto množiny v M1. Skonč́ıme tedy s nezávislou množinou Z ′ ⊇ Z, jej́ıž velikost
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je přesně |E′|. Neńı těžké si rozmyslet, že potom Z ′ muśı být rovna množině
(E′ − e) + z pro nějaký prvek e ∈ (E′ \E1) = (E′ ∩E2). Ovšem Z ′ je nezávislá
v M1, proto v H vede hrana z e do z. Jenže e ∈ E2 a z ∈ E1, což je spor s t́ım,
že nevede žádná cesta z E2 do E1.

Obdobně nahlédneme, že |E′ ∩ E2| = r2(E
′ ∩ E2) = r2(E2). Analogickou

argumentaćı bychom jinak našli množinu (E′ − f) + y pro nějaká y ∈ E2 a
f ∈ E1. To by v tomto př́ıpadě ř́ıkálo, že v H vede hrana z y do f , č́ımž opět
dostáváme spor s neexistenćı cesty z E2 do E1. Pokud tedy v H neexistuje cesta
z X1 do X2, pak je |E′| = |E′∩E1|+ |E′∩E2| = r1(E1)+r2(E2), a E1∪E2 = E

je dobrým rozkladem vzhledem k E′.
Necht’ tedy nastane druhá možnost a v H existuje cesta z X1 do X2, vezměme

si nejkratš́ı takovou cestu P . Neformálně řečeno, budeme cht́ıt E′ zvětšit

”
podél“ cesty P analogicky k zvětšeńı podél volné stř́ıdavé cestě při hledáńı

max. párováńı. Bud’ P = x0e1x1e2 . . . elxl, kde x0 ∈ X1 a xl ∈ X2. Všimněme si
na okraj, že pokud by l = 0, je x0 ∈ X1 ∩X2 a t́ım je př́ımo z definice množina
E′′ = (E′ + x0) nezávislá v M1 i v M2. Tvrd́ıme, že množina

E′′ = (E′ \ {e1, . . . , el}) ∪ {x0, x1, . . . , xl}

je nezávislá v M1 a M2. Protože bude následuj́ıćı argumentace opět symetrická
(bud’ bychom hrany v následuj́ıćım procházeli v opačném pořad́ı, nebo bychom
prohodili role M1 a M2 při konstrukci H), dokážeme pouze, že E′′ je nezávislá
v M1. Nejprve vyslov́ıme následuj́ıćı mı́rně technické lemma.

Lemma 9. Množiny E′
k

= (E′ \ {ek, . . . , el}) ∪ {xk, . . . , xl} jsou nezávislé
množiny matroidu M1 pro k ∈ {1, 2, . . . , l}.

D̊ukaz. Indukćı dle k, (netradičně) jdoućı dol̊u od l k 1. Pro k = l je tvrzeńı
samozřejmé, nebot’ z el do xl vede hrana právě proto, že E′

l
je nezávislá v M1.

Předpokládejme nyńı, že množiny E′
k+1

, . . . , E′
l
jsou nezávislé. Potom (E′

k
−

xk) ⊆ E′
k+1

, č́ımžto E′
k
−xk je nezávislá množina velikosti |E′|−1. Protože v H

vede hrana z ek do xk, je i (E′ − ek)+ xk nezávislá množina, tentokrát velikosti
|E′|. Použijme tedy na tuto dvojici množin rozšǐruj́ıćı axiom v M1, d́ıky čemuž
źıskáváme nezávislou množinu (E′

k
− xk) + z pro nějaké z ∈ {xk, ek+1, . . . , el}.

Kdyby z = xk, jsme hotovi. Pro spor tedy předpokládejme, že z = e>k. Rozšǐrme
množinu E′ − ek o prvek y z množiny (E′

k
− xk) + e>k. Je zřejmé, že muśı

y ∈ {xk+1, . . . , xl}, a proto (E′ − ek) + x>k je nezávislou množinou v M1. To
však znamená, že v H vede hrana z ek do x>k, což je spor s t́ım, že P byla
nejkratš́ı cesta.

Dokončit celý d̊ukaz je nyńı už jen cvičeńı na řádovou funkci. Z předcházej́ıćıho
lemmatu v́ıme, že E′

1 = (E′ \ {e1, . . . , el}) ∪ {x1, . . . , xl} je nezávislá množina
velikosti |E′|. Dále v́ıme, že E′ + x0 je nezávislá množina velikosti |E′| + 1,
protože x0 ∈ X1. Naopak si všimněme, že množina E′ + x≥1 v M1 nemůže být
nezávislá, protože pak by P nebyla nejkratš́ı. Proto r1 (E′ + x≥1) = |E′| a d́ıky
tomu i r1 (E′ ∪ {x1, . . . , xl}) = |E′| (kdyby měla obsahovat nezávislou množinu
velikosti větš́ı než |E′|, tak o nějaký jej́ı prvek rozš́ı̌ŕıme E′, č́ımž bychom źıskali
nezávislou množinu tvaru E′ + x≥1). Množinu E′ ∪ {x1, . . . , xl} si označme D.
Když nyńı rozš́ı̌ŕıme E′

1 o prvek x množiny E′ + x0, kde x ∈ {x0, e1, . . . , el},
v́ıme, že x 6= ei. Kdyby x = ei, měli bychom nezávislou množinu velikosti
|E′| + 1, která je podmnožinou D, ačkoli r1(D) je pouze |E′|. To však nejde,
proto x = x0, E′′ je nezávislá v M1, a celá věta t́ımto dokázána.
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