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1a) Bud’ k ∈ N. Dokažte, že každý 2k+1-regulárńı graf G = (V,E) obsahuje faktor
H = (V, F ), který je 2k-regulárńı.

1b) Dokažte, že množinu hran libovolného 2k+1-regulárńıho grafu G = (V,E) lze
rozdělit na 2k disjunktńıch část́ı F1, F2, . . . , F2k tak, že Hi = (V, Fi) je 2-regulárńı
graf pro každé i ∈ [2k].

2) Pro každé k ≥ 2, přesně charakterizujte grafy G = (V,E) bez izolovaných vrchol̊u,
které lze “nakreslit” pomoćı k tah̊u. Jinými slovy, existuje k hranově disjunktńıch
tah̊u T1, . . . , Tk v G takových, že součet délek těchto tah̊u je roven |E|.

3) Bud’ G = (V,E) graf. Uvažme nyńı následuj́ıćı proceduru:

• G0 := G a i := 0

• DOKUD ∃{x, y} ∈
(
V
2

)
t.ž. {x, y} /∈ E(Gi) & degGi

(x) + degGi
(y) ≥ n, OPAKUJ:

Gi+1 := (V,E(Gi) ∪ {{x, y}}) a i := i+ 1

• [G] := Gi

3a) Dokažte, že [G] je definováno jednoznačně, neboli at’ v jednotlivých kroćıch algo-
ritmus vyb́ırá dvojici vrchol̊u x a y jakkoliv, výsledek [G] je vždy stejný.

3b) Dokažte, že G je Hamiltonovský právě tehdy když [G] je Hamilotnovský.

4) Pro všechna a ∈ N a b ∈ N spočtěte počet koster úplného bipartitńıho grafu Ka,b.

Poznámka: m̊užete použ́ıt zat́ım na přednášce nedokázanou Kirchoffovu větu.

5a) Bud’ G graf s n vrcholy a spektrem λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λn. Dokažte, že G je bipartitńı
právě tehdy když λi = −λn−i+1 pro každé i ∈ [n].

5b) Bud’ G souvislý graf s maximálńım stupněm D, a necht’ spektrum G má největš́ı
vlastńı č́ıslo λ1. Dokažte, že D = λ1 právě tehdy když G je D-regulárńı.

⋆) Bud’ G = ([n], E) graf, LG jeho Laplaceova matice, a i, j ∈ [n]. Dokažte, že

det
(
L
(i,j)
G

)
= (−1)i+j · det

(
L
(1,1)
G

)
.
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