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6. domaćı úlohy
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1) Bud’ k ∈ N. Dokažte, že každý 2k-regulárńı graf G = (V,E) obsahuje faktor H =
(V, F ), který je 2-regulárńı.

2) Čtvercovou matici n × n, kde každá buňka obsahuje přirozené č́ıslo mezi 1 a n,
nazvěme latinským čtvercem jestliže v každém řádku je každé č́ıslo právě jednou,
a v každém sloupci je každé č́ıslo právě jednou. Podobně latinský obdélńık znač́ı
matici s rozměry m × n, kde každá buňka obsahuje přirozené č́ıslo mezi 1 a n,
v každém řádku najdeme každé č́ıslo právě jednou, a v každém sloupci najdeme
každé č́ıslo nejvýše jednou.

Dokažte, že každý latinský obdelńık s m řádky lze doplnit o n−m nových řádk̊u
tak, že výsledná n× n matice je latinský čtverec.

3 Bud’ G bipartitńı graf s partitami A a B. Dokažte, že

min
S⊆A

|A| − |S|+ |NG(S)| = ν(G) = min
T⊆B

|B| − |T |+ |NG(T )|.

Bud’ G = (V,E) 3-regulárńı graf bez most̊u.

4a) Dokažte, že pro každou e ∈ E existuje v G perfektńı párováńı M t.ž. e ∈ M .

4b) Dokažte, že pro každou f ∈ E existuje v G perfektńı párováńı M t.ž. f /∈ M .

4⋆) “labužnická varianta” okamžitě implikuj́ıćı 4a i 4b: Dokažte, že pro každé dvě hrany
f1 ∈ E a f2 ∈ E existuje v G perfektńı párovańı M t.ž. {f1, f2} ∩M = ∅.

5) Pro každé n ≥ 2 sudé explicitně zkonstruujte n−1 po dvou disjunktńıch perfektńıch
párováńı Kn. Jinymı́ slovy, dokažte, že

E(Kn) = M! ∪M2 · · · ∪Mn−1 , kde Mi je perfektńı párováńı ∀i ∈ [n− 1].

⋆) Bud’ k ≥ 2 pevné přirozené č́ıslo. Najděte obecnou explicitńı konstrukci, která
pro daný graf G s minimálńım stupněm δ(G) ≥ k zkonstruuje pomocný graf Gk

takový, že plat́ı následuj́ıćı:

G obsahuje k-regulárńı faktor ⇐⇒ Gk má perfektńı párováni.
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