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8. domaćı úlohy
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1) Dokažte, že každý graf G = (V,E) s minimálńım stupněm δ(G) ≥ 1 má dominuj́ıćı

množinu velikosti nejvýše
⌊
|V |
2

⌋
.

(Jen mezi řeč́ı — to dává pro δ ≤ 5 lepš́ı výsledek než věta z přednášky!)

2a) Najděte funkci nM (k) takovou, že k-tý člen Mycelského posloupnosti graf̊u má
Θ (nM (k)) vrchol̊u.

2b) Najděte funkci nE(k) takovou, že graf bez trojúhelńıku (g = 3) s barevnost́ı ale-
spoň k zkonstruovaný v d̊ukazu Erdősovy věty má Θ (nE(k)) vrchol̊u.
Připomeňme, že n(k) = Θ(f(k)) jestlǐze existuj́ı kladné konstanty C a c splňuj́ıćı
c · f(k) ≤ n(k) ≤ C · f(k) pro všechna k ∈ N.

3) Dokažte, že každý graf G = (V,E) obsahuje bipartitńı faktor H = (V, F ) takový,

že |F | ≥ |E|/2 a zároveň velikosti partit H jsou
⌊
|V |
2

⌋
a
⌈
|V |
2

⌉
.

Bud’ V libovolná konečná množina a ℓ ∈ [|V |]. ℓ-uniformńım hypergrafem nazvěme
dvojici (V,M) kde M je nějaká kolekce ℓ-prvkových podmnožin |V |, neboli M ⊆(
V
ℓ

)
. Všimněme si, že 2-uniformńı hypergraf je totéž co graf. Ještě dodejme, že

prvk̊um M se běžně ř́ıká hyperhrany.

4) Necht’ H = (V,M) je ℓ-uniformńı hypergraf s |M | ≤ 2ℓ−1. Dokažte existenci
množiny W ⊆ V takové, že pro každou hyperhranu e ∈ M plat́ı:

e ∩W ̸= ∅ a e \W ̸= ∅ .

5) Bud’ Gn,p náhodný graf s n vrcholy a pravděpodobnost́ı hrany p = p(n) > 0. Po-
znamenejme, že pravděpodobnost p může záviset na n. Nyńı si jako q(n) označme

pravděpodobnost, že α (Gn,p) >
⌈
2 lnn
p

⌉
. Dokažte, že lim

n→∞
q(n) = 0.

⋆) Bud’ G = (V,E) graf. Dokažte, že

α(G) ≥
∑
v∈V

1

degG(v) + 1
.
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