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10. domáćı úlohy

Deadline: neexistuje, určeno jen jako př́ıprava na zkoušku.
– – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – – –

1. Bud’ R(k, ℓ) nejmenš́ı možné přirozené č́ıslo n takové, že každý graf G s n vrcholy
splňuje ω(G) ≥ k nebo α(G) ≥ ℓ.

a) Dokažte, že R(3, 4) ≤ 9.

b) Pomoćı (a) odvod’te, že R(4, 4) ≤ 18.

Poznamenejme, že existuj́ı grafy dokazuj́ıćı R(3, 4) = 9 resp. R(4, 4) = 18.

2. Pro každé kladné přirozené k a ℓ explicitně zkonstruujte graf s (k−1)(ℓ−1) vrcholy,
který splňuje ω(G) < k a α(G) < ℓ.

3. Bud’ r kladné přirozené č́ıslo, a necht’ Rr(3) označuje nejmenš́ı n takové, že pro
každé zobrazeńı c : E(Kn) → [r] existuj́ı tři r̊uzná i, j, k ∈ [n] taková, že c ({i, j}) =
c ({j, k}) = c ({i, k}).

a) Dokažte, že 2r < Rr(3).

b) Dokažte, že 3 · r! ≥ Rr(3).

4. Bud’ n a r kladná přirozená č́ısla, a necht’ c : V (Kn) → [r]. Dokažte, že vždy

naleznete alespoň n(n−1)
r(r+1) hran {x, y} ∈ E(Kn) takových, že c(x) = c(y).

5. Bud’ G = (V,E) graf, a necht’ tG znač́ı počet trojúhelńık̊u v G, tzn. počet trojic
{x, y, z} ∈

(
V
3

)
takových, že {x, y, z} indukuje úplný podgraf v G. Dokažte, že

3|V | · tG ≥ |E| ·
(
4|E| − |V |2

)
.

Hint 1 : Pro každou hranu {u,w} = e ∈ E uvažte č́ıslo t(e) znač́ıćı počet trojúhelńıku
obsahuj́ıćı hranu e, a dokažte, že plat́ı následuj́ıćı nerovnost:

degG(u) + degG(w)− t(e) ≤ |V |.

Hint 2 : Dokažte, že plat́ı následuj́ıćı rovnost:∑
{u,w}∈E

degG(u) + degG(w) =
∑
v∈V

(degG(v))
2 .
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