Kapitanuv dentk z Teorie grafu 01TG (ZS 2023)

1 Prednaska 27. zari — uvod

Definice 1.1 Graf G = (V, E) je usporddand dvojice: néjakd koneénd mnozina
vrcholt V', a mnozZina hran E, pro kterou plati E C (‘2/) Casto budeme jako
mnoZinu V wvolit [n].

Obsirnéji je nase definice grafu v nékterych zdrojich oznatovana jako prosty
neorientovany graf.

Definice 1.2 Pro dany graf G znacime V(G) jeho mnoZinu vrcholi a E(QG)
jeho mnoZinu hran.

Definice 1.3 Nulovy graf je graf (0,0). Nenulovy graf je graf, kterg nent nulovy.

Definice 1.4 Bud G = (V,E) graf. Dopliikem grafu G oznacujeme graf G =
(V. (3) \ ).

Definice 1.5 Pro dany graf G = (V, E) a vrchol uw € V, oznaéme Ng(v) tzv.
sousedstvi u v GG, kde

Ng() :={w eV : {u,w} € E}.

Prokim mnoZiny Ng(u) rikdme sousedé u; dege(u) := | Ng(u)| Fikdme stuperi u.

Véta 1.1 (Princip sudosti neboli “Handshaking lemma”) Pro kazdy
graf G = (V, E) plati, Ze

" degg(v) = 21E].

veV

Definice 1.6 Isomorfismus dvou grafi G = (V,E) a H = (W, F) je bijekce
f:V-oWtz

{v,w} € B <= {f(u), f(w)} € F pro kaZdé dva rizné u,w € V.

O dvojici grafu, pro které existuje isomorfismus, rekneme, Ze jsou isomorfni, a
znacime G = H.



Definice 1.7 Automorfismus grafu G = (V, E) je bijekce f : V — V takovd, Ze
jde o isomorfismus G a G, neboli

{u,w} € E <= {f(u), f(w)} € E pro kazdé dva rizné u,w € V.

MnoZinu vSech automorfismi grafu G znac¢ime Aut(G).

Pozorovani 1.2 Pro kazdy graf G, mnozina Aut(G) s operaci skldddani
tvoti grupu.

Véta 1.3 Bud G,, mnoZina viech po dvou neisomorfnich grafi s n vrcholy.
Plati, ze

2 1G] < 263)
n!

Definice 1.8 Bud G = (V,E) graf,u €V ac € E. Rekneme, ze u je incidentni
s e, jestlize u € e. Analogicky, pro f € E t.Z. e # f Tekneme, Ze e je incidentnt
s f, jestlize len f| = 1.

Definice 1.9 Sled v grafu G = (V, E) z vrcholu uw € V' do vrcholu w € V je
posloupnost
U = Yo, €1,V1,€2,V2,...Vk—-1,€k, Vkp = W

takovd, Ze
o v; €V pro kasdé i€ [k — 1),
o ¢, € E pro kazdé i € [k], a
o ¢; = {v;_1,v;} pro kazdé i € [k].

Definice 1.10 Tah v grafu G zu do w je sled v G z u do w takovy, Ze kaZdd
hrana G je v ném obsaZena nejvyse jednou.

Definice 1.11 Cesta v grafu G z u do w je sled v G z u do w takovy, Ze kazdy
vrchol G je v ném obsaZen nejvyse jednou. Specidlné, z definice plyne, Ze kazZdd
cesta je také tahem.

Pozndmka — nebudeme-li chtit explicitné zduraznit koncové vrcholy sledu/tahu/cesty,
budeme mluvit pouze o sledu v grafu/tahu v grafu/cesté v grafu.

Pozorovéani 1.4 Bud G = (V,E) graf a u € V,w € V jeho dva vrcholy.
Plati, Ze nasledugici dvé tvrzeni jsou navzdjem ekvivalentni:

1. Euxistuje sled v G z vrcholu u do vrcholu w,

2. Ezistuje cesta v G z vrcholu u do vrcholu w.




2 Prednaska 4. fijna — pokracovani ivodu
Definice 2.1 Katalog zdkladnich grafi:
1. Pron > 1, tplny graf na n vrcholech — K,, := ([n], ([g])>
2. Pron > 1, prdzdny graf na n vrcholech — E,, := ([n], ).
3. Prom > 1, cesta nan vrcholech (téz cesta délkyn—1) — P, = ([n], {{i,i + 1} :i € [n — 1]}).
4. Pron >3, cyklus na n vrcholech (téZ cyklus délky n) — Cy, := ([n], E(P,) U {{n,1}}).

Definice 2.2 Pro nenulovy graf G = (V, E), uvaZujme ndsledugici relaci ~ na
V:prou,w eV definujme u ~> w pravé kdyz existuje cesta v G z u do w.

Tvrzeni 2.1 (DCV) Relace ~~ je ekvivalence na V.

Definice 2.3 Pro danyj graf G budeme tiidam ekvivalence relace ~~ Tikat kom-
ponenty souvislosti. Pocet komponent souvislosti budeme znacit comp(QG).

Definice 2.4 Nenulovy graf G nazveme souvisly, jestlize comp(G) = 1. Po-
kud nenulovy graf nent souvisly, neboli comp(G) > 2, tak budeme Tikat, Ze je
nesouvisly.

Véta 2.2 Pro kazZdé prirozené n > 1 plati, Ze

02® = 3 (1) s 203,

1€[n]

kde s; oznacuje pocet souvislych grafi na mnozZiné [n].

Definice 2.5 Bud G = (V,E) graf. Graf H = (W, F) nazveme podgrafem G, a
budeme znacit H C G, jestlize

1. WCVa
2. FCENn(Y).

Ddle, podgraf H nazveme indukovanym podgrafem G, jestlize F = E N (V;)
Konecné, podgraf H nazveme faktorem G, jestlize W = V.

Definice 2.6 Cyklem v grafu G rozumime podgraf H C G t.2. H =2 Cy pro
néjaké k > 3.

Definice 2.7 Bud G = (V,E) graf, veV ae€ E.



1. Podgraf G indukovany V \ {v} budeme zkrdcené zapisovat jako G — v.

2. Faktor G s mnozinou hran E \ {e} budeme zkrdcené zapisovat jako G — e.

Definice 2.8 Bud G = (V,E) graf a ¢ € E. Hranu e nazveme mostem v G,
jestlize comp(G — e) = comp(G) + 1 .

Lemma 2.3 Bud G = (V,E) graf a e € E. Plati ndsledujici ekvivalence:
Hrana e je most v G <= e neni obsaZena v Zddném cyklu G.

Definice 2.9 Pro dany graf G na mnoziné vrcholi [n]| definujeme skoré grafu
jako neklesagici posloupnost prirozengch cisel (dyi,da, ... ,dy,) t.2. d; = degq(i)
pro kazdé i € [n].

Véta 2.4 Posloupnost (dy,ds, ... ,dy) je skdre néjakého grafu
=
(di,day ... dp—d,-1,dn—q, —1,...,dn—1 — 1) je skdre néjakého grafu.

d,, ¢leni

3 Prednaska 4. rijna — stromy

Véta 3.1 Bud G = (V, E) nenulovy graf. Potom ndsledugici definice jsou
navzdjem ekvivalentni:

1. G souwisly a neobsahuje cyklus,
. pro kazdé x € V ay €V ezxistuje prdvé jedna cesta v G z x do vy,
. G souvisly a kaZdy tah v G je cestou,

2
3
4. G je do inkluze vuci hrandm mazimdlni graf neobsahujici cyklus,
5. G je do inkluze vici hrandm minimdini graf, ktery je souvisly,

6

. G je souvisly a |V| = |E| + 1.

Definice 3.1 Graf G = (V, E) nazveme stromem, jestliZe je souvisly a nebsa-
huje cyklus.

Definice 3.2 Graf G = (V, E) nazveme lesem, jestlize je nebsahuje cyklus.

Definice 3.3 Je-li G = (V,E) graf av € V t.z degs(v) = 1, potom v nazveme
listem G.



Lemma 3.2 Kazdy strom s alespon 2 vrcholy obsahuje alespori 2 listy.

Pozorovani 3.3 Bud G = (V,E) souvislyj graf a v € V list G. Plati, Ze
G — v je souvisly.

Definice 3.4 Bud G = (V, E) souvisly graf. Faktor (V,F) = H C G nazveme
kostrou G, jestlize H je strom.

Definice 3.5 Bud T, poéet viech stromi na mnoZiné vrcholi [n]. Jingmi slovy,
Tn 2Znaci pocet koster K, .

Véta 3.4 (Cayleho formule) Pro kazdé m > 2 plati, ze 7, = n" 2.

Diusledek 3.5 Pocet neisomorfnich stromu s n vrcholy je alespori

1—o0(1) e
Vor  n/?

4 Prednaska 11. fijna — Grafové algoritmy

Definice 4.1 Pro graf G = (V,E) ae € (g)\E oznaéme G+e graf (V, EU{e}).

Pozorovani 4.1 Bud G = (V,E) sowvislyj graf, T = (V,F) né&jakd jeho
kostra a e € E\ F. Potom T + e obsahuje prdvé jeden cyklus CT.

Definice 4.2 Cyklus CI z predchdzejiciho pozorovdni nazveme fundamentdlni
cyklus (hrany) e v (grafu) G vici (kostie) T.

Pozorovani 4.2 Bud G = (V, E) sowvisly graf, T = (V,F) né&jakd jeho
kostra, e € E\ F a f € E(CT). Potom (T +¢) — f je kostra G.

€

Definice 4.3 Vdzeny graf G, = (V, E,w) je usporddand trojice, kde (V, E) je
graf a w: E — R.

Tvrzeni 4.3 Bud G = (V,E) sowvislyj graf a w : E — R prostd funkce.
Potom ma vdzeny graf (V, E,w) prdvé jednu kostru Ty t.2.

2, wle)= i, 3 i)

e€E(Tmin) fEE(T)

Kostre Tynin Tikdme minimdlni kostra (MST) viZeného grafu (V, E,w).




Véta 4.4 (O Kruskalové algoritmu) Bud G = (V,E) sowvislij graf a
w: E — R prostd funkce. Seradime-li hrany E = {e1,ea,...,en} dle vah
w vzestupné a budeme-li v tomto potadi priddvat hrany e; doT' za podminky
zachovdni acyklicnosti, vjsledkem je, Ze T je MST vdzeného grafu (V, E, w).

Definice 4.4 Pro vdzZeny graf G, = (V, E,w) a cestu P = vg,e1,v1,...,€p,0p
v Gy definujme
w(P) =Y wle;).
i€[f]

Definice 4.5 Bid G, = (V, E,w) vdZeny graf a u,v € V dva jeho (ne nutné
rizné) vrcholy. Vddlenosti uw a v v Gy, kterou budeme znadit distg,, (u,v), je
minpep,, W(P), kde Py, znadi mnozinu viech cest v G zu do v.

Definice 4.6 O funkci w: E — R fekneme, Ze je nezdpornd, jestlize w(e) > 0
pro kazdé e € F.

Pozorovani 4.5 Pro kaZdy vdzeny graf G, = (V, E,w), kde w je nezdpornd,
je funkce distg,, metrikou na V.

Véta 4.6 (Dijkstra) Pro kaZdy vdzeny graf G, = (V,E,w), kde w je
nezdpornd, a kazdy vrchol s € V existuje acyklicky faktor Ty t.2.

distg,, (s,v) = distr, (s,v) pro kaZdg v € V.

5 Prednaska 12. rijna — Bipartitni grafy

Definice 5.1 Graf G = (V, E) nazveme bipartitni, jeslize existuje rozklad V na
dvé édsti L a R t.Z. kaZdd hrana vede “mezi” L a R, neboli |eNL| =|eNR| =1
pro kazdou e € F.

Definice 5.2 Bud G = (V, E) graf aW C V. W nazveme nezdvislou mnozinou
v G, jestlize podgraf G indukovany W je prdzdny, neboli E N (V;/) = 0. Jinak
feceno, le NW| <1 pro kaZdou e € E.

Poznamka — alternativni definice pro bipartitnost: V' lze rozdélit na dvé ¢asti
L a R t.z. obé jsou nezavisld mnozina v G.

Pozorovani 5.1 Je-li G bipartitni graf a H C G jeho podgraf, tak potom
H je bipartitni.

Definice 5.3 Je-li vy, e1,v1,€2,02,...05_1, €,V tah v grafu, potom jeho délkou
rozumime pocet hran, které obsahuje (tzn. £).



Definice 5.4 O tahu v grafuvg, e1,v1,e2,va,...vp_1, €g, vy Tekneme, Ze je uzavieny,
jestlize jeho dva konce jsou stejngm vrcholem (tzn. vo = vy).

Véta 5.2 Ndsledujict tvrzend jsou pro graf G = (V, E) navzdjem ekviva-
lentni:

1. G je bipartitni.
2. G neobsahuje uzavieny tah liché délky.
3. G neobsahuje indukovany podgraf isomorfni lichému cyklu.

4. G neobsahuge lichy cyklus (jako podgraf, ne nutné indukovany).

Véta 5.3 Kazdy graf G = (V, E) obsahuje bipartitni faktor (V,F), ktery
spliuge |F| > {@—‘

Definice 5.5 Bud G = (V,E) graf. Faktor H C G wurceny mnoZinou hran
F C E nazveme sudgm faktorem G, jestlize pro kazdy v € V plati, Ze degy(v)
je sudé.

Definice 5.6 Bud G = (V,E) graf s libovolné zafizovanym potadim hran, ne-
boli E = {e1,ea,...,em}. Kazdou F C E si muZeme skrz jeji 0/1-ovy charakte-
risticky vektor Up predstavit jako prvek vektorového prostoru Z3'.

Definice 5.7 Pro graf G = (V, E) definujme tzv. prostor cykli G predpisem

Cq = {Ur : F sudy faktor G}.

Tvrzeni 5.4 Pro kazdy graf G = (V, E) je Ca vektorovy podprostor Z35*.

Véta 5.5 Bud G = (V,E) sowvislij graf, T jeho libovolnd kostra, a ne-
cht C1,Co, ..., Cig|-v|+1 Jsou vsechny fundamentdlni cykly v G vici T'.
Charakteristické vektory téchto |E| — |V|+ 1 cykli tvori bazi prostoru Cq.

6 Prednaska 18. fijna — Multigrafy, matice grafu

Definice 6.1 Multigraf je usporadand dvojice (V, Epr), kde V' je konednd mnoZina
vrcholi, a Eyr je multimnoZina obsahugici proky (‘2/) Jingmi slovy, kazdd dvojice
vrcholu muze bijt spojena i vice neZ jednou hranou.

Alternativné, multigraf je vdazeny graf G = (V, E,w), kde w : E — Nsg. Pro
danou hranu e € E tikdme hodnoté w(e) ndsobnost hrany e.



Definice 6.2 Multigraf G = (V, E,w) je souvisly, jestlize graf (V,E) je sou-
visly.

Definice 6.3 Cyklus délky 2 je multigraf (V, En) sV = [2] a Ey = {{1,2},{1,2}}.

Definice 6.4 Pocet koster multigrafu G = (V, Eyr) definujeme jako pocet F' C
Ey t.2. (V, F) je strom, a znacime ho T(G). Poznamengme, Ze aby (V, F) mohl
byti stromem, tak nutné ndsobnost kdzdé hrany v F je rovna jedné (tzn. F je
mnozina).

Definice 6.5 Pro dany multigraf G = (V, Ep) a hranu {z,y} = e € E, de-
finugme multigrafovou kontrakci hrany e bez smycek jako ndsledugjici multigraf,
ktery budeme znacit G /e, na mnoziné vrcholu (V \ {z,y})U{z} s hranami E,:

o Kazdou {u,v} € Epy, kde {u,v} N{z,y} =0, vloZime do E),,
o kazdou {u,z} € Ey, kde u # y, zménime na {u, z} a vloZime do E};, a
o kazdou {u,y} € Ep, kde u # x, zménime na {u,z} a vlozime do E},.

Zdiraznéme, Ze ndsobnost kazdé hrany {u,v}, kde {u,v} N{z,y} =0, v G/e je
stejnd jako ndsobnost {u,v} v G, a ndsobnost kazdé hrany {u, z} v G/e je rovna
souctu ndsobnosti hran {u,z} a {u,y} v G.

Tvrzeni 6.1 Bud G = (V, Ey) multigraf a e € Eyp lib. jeho hrana. Plati,
2eT(G)=T(G—e)+T(G/e).

Definice 6.6 Matice sousednosti multigrafu G = ([n], E,w) je symetrickd n xn
matice A, kde viechny prvky na diagondle jsou rovny nule, a (Ag)i; proi # j

iy j kud {i,j} € £
i roumo {03 pokud (3.} € B.a
0 jinak.

Tvrzeni 6.2 Bud G = ([n], E,w) multigraf s matici sousednosti Ag. Pro
kazdé k € Nsg plati, Ze proek matice (Ag)* na pozici i,j je roven poctu
sledu délky k z vrcholu i do vrcholu j.

s

Definice 6.7 Spektrum multigrafu G s n vrcholy jsou vlastni ¢isla jeho matice
sousednosti Ag. Typicky je znacime A, Ao, ..., A\, a predpokldddme, Ze plati
A=A > >\,

Tvrzeni 6.3 Bud G = (V,E) graf s minimdlnim stupném vrcholi § a
mazximdinim stupném vrcholi A, a necht A1 je nejuétsi vlastni ¢islo matice
sousednosti Ag. Potom plati, e A > Ay > 6. Ve skutecnosti plati, Ze
A > 2|E|/|V]| = Eyey degg(v).



L |

Definice 6.8 Matice incidence multigrafu G = ([n], E,w) s celkem m hranami
€1,€2,...,6em je boolovskd symetrickd n X m matice Bg, kde v i-tém sloupci jsou
presné dve jednicky, a to na pozicich odpovidajicich koncum hrany e;.

Pozorovani 6.4 Bud G = ([n], Exr) multigraf s matici sousednosti Ag a
matici incidence Bg. Potom plati, Ze

Definice 6.9 Laplaceova matice multigrafu G = ([n], E,w) je symetrickd n X n
matice Lg, kde

e (Lg)ii, pro i € [n], je rovno degq (i), a

—w({i,7}) pokud {i,j} € E,a

o (Lg)ij, pro{i,j} € ([g]), je rovno {0 Jinat.

Pozorovani 6.5 Bud G = ([n], Ep) multigraf s matici sousednosti Ag,
matici incidence Bg a Laplaceovou matici Lg. Potom plati, Ze

deg (1) 0 0
Bg - BL = O e . i,
6 O degc‘;(n)
a
deg (1) 0 0
Lo = (,) degf’@) o : ~ Ag = Bg - BS — 24,
6 O degc‘;(n)

Pozorovani 6.6 Bud G = ([n], Eps) multigraf s Laplaceovou matici Le.
Matice Lg je singuldrni a pozitivné semidefinitni. Ve skutec¢nosti, pro kazdy
vektor £ € R™ plati, Ze

Tlegr =) ((@):— (@),

{i,j}€EM

7 Prednaska 19. rijna — Pocet koster, jednotazky



Tvrzeni 7.1 Bud G = ([b], En) multigraf a Le jeho Laplaceova matice.
Plati, Ze hodnost Lg je rovnan —1 <= G je souvisly.

Definice 7.1 Pro étvercovou matici M s rozméry n X n a ¢islo i € [n] budeme
znacit MY matici ziskanou z M smazdnim i-tého rddku a i-tého sloupce.

Véta 7.2 Bud G = ([n], Ey) multigraf s Laplaceovou matici Lg. Pro
kazdé i € [n] plati, Ze det L(é) =T(G), tzn. poctu koster G.

Definice 7.2 Bud G = (V, Eyr) multigraf. Tah v G nazvéme Eulerovsky, jestlize
je uzavieny a zdroveri md délku |Epy| (jingmi slovy, obsahuje viechny hrany G ).

Véta 7.3 Bud G = (V, Eyr) multigraf. G obsahuje Eulerovsky tah <=
G je souvisly a degq(v) je sudé éislo pro kazdy vrcholv € V.

Dusledek 7.4 Bud G = (V,Ey) multigraf. G obsahuje tah délky |En|
<= @ je souvislyj a pocet vrcholi G lichého stupné je bud 0 nebo 2.

8 Prednaska 1. listopadu — Hamiltonovské cykly,
neseparovatelné grafy
Definice 8.1 O grafu G = (V, E) rekneme, Ze je Hamiltonovsky, jestlize ob-

sahuje cyklus s |V| vrcholy jako podgraf. Cyklus obsahujici vsechny vrcholy G
nazyvame Hamiltonovské.

Véta 8.1 (Oreho véta) Bud G = (V,E) graf s |V| > 3 t.2. kazdé dva
vrcholy u,w € V' nespojené hranou v G spliiugi dege(u) + dego(w) > |V].
Potom G je Hamiltonouvsky.

Dusledek 8.2 (Diracova véta) Bud G = (V, E) grafs|V| > 3 t.z. kaZdy
vrchol md stupen alesponi |V'|/2. Potom G je Hamiltonovsky.

Tvrzeni 8.3 Bud G = (V,E) graf s [V| > 3 a necht emistuje neprdzdnd
X CV spliuugict, zZe indukovany podgraf G mnoZinou V \ X md ostre vic
nez | X| komponent souvislosti. Potom G neni Hamiltonovskyj.

Definice 8.2 Bud G = (V, E) graf. Vrchol v € V nazveme artikulaci, jestlize
indukovany podgraf mnoZinou V' \ {v} md vice komponent souvislosti nez G.

Definice 8.3 Souwvisly graf G = (V,E) s |V| > 3 nazveme neseparovatelny,
jestlize zZdadny vrchol G neni artikulace.

10



Lemma 8.4 Obsahuje-li souvisly graf G = (V, E) s |V| > 3 most, potom
obsahuje artikulaci.

Véta 8.5 Graf G = (V, E) je neseparovatelny <= pro kazdé dva vrcholy
u,w € V existuji dvé cesty Py a Py obé vedouci z u do w t.z2. V(Pp) N
V(Py) = {u,w}. Jinak receno, kazdé dva vrcholy v G leZi na néjaké spolecné
kruznici.

9 Prednaska 2. listopadu — usaté lemma, k-souvislost

Definice 9.1 Bud G = (V,E) graf a necht {u,w} = e € E. Podrozdélenim
hrany e v G rozumime graf, ktery budeme znacit G : e, ziskany z grafu G — e
priddnim nového vrcholu v, ktery je ndsledné spojen s vrcholy u a w.

Lemma 9.1 Graf G = (V, E) je neseparovatelny <= pro kaZdou e € E
je G : e neseparovatelny.

Disledek 9.2 Bud G = (V, E) neseparovatelnyj graf a necht e, f € E.
Potom existuje cyklus v G obsahujici e a f.

Definice 9.2 Nechi G = (V, E) je graf. Na procich mnoZiny E definujme relaci
~p t.Z e ~p f prdvé tehdy, kdyz bud e = f, nebo existuje cyklus v G obsahujict
ealf.

Tvrzeni 9.3 Pro kazdy graf G = (V, E) je relace ~p ekvivalenci na E.

Definice 9.3 Bud G = (V, E) graf. Triddm ckvivalence ~p vikdme bloky G.

Definice 9.4 Bud G = (V, E) graf au,w € V jeho dva rizné vrcholy. Prilepenim
ucha délky £ do G mezi u a w rozumime graf ziskany pridanim £ — 1 novych
vrcholt vy, . ..,vp—1 do G a nasledné priddnim cesty w,vi,va, ..., Vp_1,W.

Véta 9.4 (Usaté lemma) Kazdy neseparovatelny graf G = (V. E) lze
ziskat tak, Ze k cyklu vhodné délky se postupné prilepuje posloupnost ust.
Jingmi slovy, existuje posloupnost Go C Gy C Ga C --- C Gy takovd, Ze
Go = Cy pro néjaké ¢ € Ny, Gy = G, a pro kazdé i € [t] se graf Giy1 se
ziskd z grafu G; prilepenim ucha.

Definice 9.5 Bud G = (V, E) graf au,w € V jeho dva rizné vrcholy. Oznacme
pc(u, w) jako mazimdlni pocet az na konce vrcholové disjunktnich cest v G mezi
U aw.
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Definice 9.6 GrafG = (V, E) s |[V| > 2 nazveme (vrcholové-)k-souvisly, pokud
plati, Ze pg(u,w) > k pro kazdé u,w € V. Vicholovou souvislosti k(G) budeme
rozumnét nejuétsi k t.z2. G je vrcholové-k-souvisly.

Véta 9.5 (Menger, globalni vrcholova verze) Graf G = (V, E) je k-
sowvisly <= |V| > k+1 a pro kazdé W CV spliugici |W| < k —1 plat,
ze G — W je souvisly.

Definice 9.7 Bud G = (V, E) graf a u,w € V jeho dva mizné vrcholy spliiujici
{u,w} € E. Separdtorem mezi u a w v G rozumime néjakou mnozinu vrcholi
W C V\{u,w} t.2. G=W md vrcholy u a w v rizngch komponentdch souvislosti.

Definice 9.8 Bud G = (V, E) graf a u,w € V jeho dva rizné vrcholy spliujici
{u,w} € E. Oznaéme cg(u,w) jako minimdlni velikost separdtoru mezi u a w
v Q.

Véta 9.6 (Menger, lokdlni vrcholova verze) Bud G = (V,E) graf a
u,w € V jeho dva rizné vrcholy spliujici {u,w} ¢ E. Potom plati, Ze
pa(u, w) = cg(u,w).

Definice 9.9 Bud G = (V, Ey) multigraf a u,w € V jeho dva rizné vrcholy.
Oznacéme pg(u,w) jako mazimding pocéet hranové disjunktnich cest v G mezi u
aw.

Definice 9.10 Multigraf G = (V, En) s |V| > 2 nazveme hranové-k-souvisly,
pokud plati, Ze py(u,w) > k pro kazZdé u,w € V. Hranovou souvislosti £'(G)
budeme rozumnét nejvétsi k t.zZ. G je hranové-k-souvisly.

Véta 9.7 (Menger, globdlni hranova verze) Multigraf G = (V, Epf)
je hranové-k-souvisly <= pro kaZdou multimnozZinu Fyy C Epy spliugici
|Far| < k=1 plati, Ze G — Fay je souwisly.

Definice 9.11 Bud G = (V, Eyy) multigraf a u,w € V jeho dva rizné vrcholy.
Rezem mezi u a w v G rozumime néjakou multimnoZinu hran Fny C Epp t.2.
G — Fyy mad vrcholy u a w v ruzngjch komponentdch souvislosti.

Definice 9.12 Bud G = (V, Ey) multigraf a u,w € V jeho dva mizné vrcholy.
Oznacme ¢ (u, w) jako minimdint velikost fezu mezi u a w v G.

Véta 9.8 (Menger, lokalni hranova verze) Bud G = (V,Ey) mul-
tigraf a u,w € V jeho dva rizné vrcholy. Potom plati, Ze py(u,w) =
ce(u,w).

10 Prednaska 8. listopadu — Mengerovy véty
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Lemma 10.1 Bud G = (V, E) graf kteryj neni 4iplny. Potom plati, Ze

Q) = i - i .
K/( ) u,wén\/l:%;éw, Pe (u’ ’UJ) u,wén\/l:%;éw, G (u’ ”UJ)
{u,w}¢E {v,w}¢E

Lemma 10.2 Nechf G = (V,E) je k-sowvisly graf a necht X C V t.z
|X| > k. Oznacéme grafem G graf ziskany z G priddnim nového vrcholu
x, jehoz sousedstvi Ng+(z) = X. Plati, Ze Gt je k-souvisly.

Dusledek 10.3 Nechi G = (V, E) je k-souvislyj graf a necht X C V a
Y CV ¢z |X| = |Y| = k. Potom existuje k vrcholové disjunktnich cest
Py,..., Py t.2 kaZdd cesta P;, kde i € [k], md presné jeden konec v X a
druhy donec v'Y.

11 Prednaska 9. listopadu — Toky v sitich

Definice 11.1 Bud G = (V, Epy) multigraf a X C V. Hranici X v G definu-
jeme jako mnozinu hran G s presné jednim koncem v X, a znacime ji

0c(X):={e€ Ey:lenX|=1}.

Pro v € V budeme zkrdcené psdt Og(v) namisto dg({v}).

Pozorovani 11.1 Bud G = (V, Ey) multigraf a u,w € V jeho dva rizné
vrcholy. Potom plati, Ze
min  |0q(X)].

XCV:
ueX&wgX

Definice 11.2 Digraf G = (V, A) je usporddand dvojice: néjakd koneénd mnozina
vrcholt, V., a mnoZina Sipek A, pro kterou plati A C (V x V) \ {(v,v) :v € V}.

Definice 11.3 Orientovany G = (V, E,0) je usporddand trojice, kde (V, E) je
graf a o : E — V spliugici o(e) € e pro kazdé e € E. Orientaci grafu inter-
pretujeme tak, Ze kaZdd hrana e ziskala svij start, ktery odpovidd vrcholu o(e),
a cil, ktery odpovidd opacnému konci e nez je o(e). Alternativné lze definovat
orientovany graf jakozZto digraf, kde pro kaZdé dva vrcholy u,w € V plati, Ze
obsahuje nejvyse jednu z gipek (u,w) a (w,u).

Definice 11.4 Bud G = (V, A) digraf a necht u,w € V. Orientovand cesta
délky k v G zu do w je posloupnost u = vy, e1,v1, . .., ek, Vg = w, kde {vg, ..., vk} C
V,{e1,....ex} CA, ae; = (vi_1,v;) pro kaZdé i € [k].
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Definice 11.5 Bud G = (V, A) digraf. Orientovany cyklus v G je orientovand
cesta z néjakého vrcholu u do néjakého vrcholu w v G spolecné s Sipkou (w,u).
Digraf nazveme acyklicky, jestliZe neobsahuje Zddnou orientovanou kruznici.

Definice 11.6 Bud G = (V, A) digraf a X C V. Ven-orientovanou hranici X
v G definujeme jako mnozinu Sipek G vychdzejicich z néjakého vrcholu z X a
vedouci do néjakého vrcholu z V' \ X, kterou budeme znacit

Of(X)={(z,y) €Az e X&yeV\X}.
Analogicky definujeme dovnitr-orientovnou hranici X v G jako
Oa(X)={(yz) e Az e X&kyecV\X}.

Opét budeme pro v € V zkracovat 0, ({v}) a 05 ({v}) na 9% (v) a 95 (v).

Lemma 11.2 Bud G = (V, A) digraf a s at jeho dva rizné vrcholy. Potom
nastdvd prdavé jedna moznost:

1. G obsahuje orientovanou cestu z s do t, nebo

2. existuje X : {s} C X CV\ {t} t.z 05(X)=0.

Definice 11.7 Bud G = (V, A) digraf a s at jeho dva rizné vrcholy. (Celociselnyj)
Tok v G z s do t je zobrazeni ¢ : E — Ny t.2. pro kazdé w € V' \ {s,t} plati

dTowle) = > ple).

e*Eag(w) e~ €dg (w)

Hodnotou ¢ rozumime Z p(e™)— Z p(e™), a budeme ji znacit val(p).
etedf(s) e~ €95 (s)

Lemma 11.3 Bud G = (V, A) digraf, s a t jeho dva rizné vrcholy, o tok
zsdotaX:{s} CX CV\({t}. Plati, ze

vallp) = > ple) = D ple).

etedf(X) e~ €95 (X)

Definice 11.8 Bud G = (V, A) digraf, s a t jeho dva rizné vrcholy a ¢ tok z s
do t. Nosicem ¢ rozumime mnoZinu Sipek supp o = {e € A : p(e) > 0}.

Lemma 11.4 Bud G = (V, A) digraf, s a t jeho dva rizné vrcholy a ¢
tok z s do t. Potom existuje tok v z s do t t.z. val(p) = val(¢y) a digraf
(V,supp ) je acyklicky.
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Tvrzeni 11.5 Bud G = (V, A) digraf, s a t jeho dva rizné vrcholy a ¢
tok z s do t spliugici val(¢) = k. Potom existuji Py, Py, ..., Py orientované
cestyv G zs dot t.z kaZdd e € A je obsaZena v nejuyse p(e) téchto cestdach.

Definice 11.9 Bud G = (V, A) digraf, s a t jeho dva rizné vrcholy, a nechf
c: E — Ny je zobrazeni, kterému budeme tikat kapacita sipek. Tok ¢ z s do t
nazveme c-pripustny, jestlize p(e) < c(e) pro viechny e € A.
Definice 11.10 Sit je usporddand pétice (V, A, s,t,¢) t.2. (V, A) je digraf, s a
t jeho dva ruzné vrcholy, a ¢ : E — Ny je kapacita Sipek. Tokem v siti rozumime
c-pripustny tok v (V, A) z s do t.
Definice 11.11 Bud ¢ tok v siti (V, A, s,t,c), a nechf x € V. Rekneme, %e ne-
orientovand (“orientace-ignorujici”, tzn. muzZe chodit po gipkdch i v opacném
sméru) cesta P = vg,e1,v1,€2,...,e5,0, kde vg = s a vy = x je -zlepsujici
cesta z s do t, jestlize plati pro kazdé i € [{]:

o kdyz e; = (vi_1,v;), tak @(e;) <cle;)) — 1, a

o kdyz e; = (vi,vi_1), tak p(e;) > 1.

Lemma 11.6 Bud ¢ tok v siti (V, A, s,t,c), a necht P je néjakd p-zlepsujici
cesta z s do t. Potom existuje c-pripustny tok v z s do t t.Z. val(y) =
val(p) + 1.

Definice 11.12 Bud (V, A, s,t,c) sit. Kapacitu mnoziny X spliugici {s} C
X CV\{t} definujeme jako

cap(X)i= 3 (e,

etedt(X)

Véta 11.7 (Ford-Fulkerson) Bud (V,A,s,t,c) sit a ® mnoZina viech
c-pripustnych toki v (V, A) z s do t. Potom plati, Ze

1 = i X).
maxval(p) = o cap(X)

12 Prednaska 15. listopadu — Parovani #1

Definice 12.1 Bud G = (V,E) graf. Rekneme, e M C E je pdrovini v G,
jestlize pro kaZdé dvé rizné hrany e, f € M plati, Ze eN f = (). Nejvétsi moznou
velikost pdrovdni v G oznaéme v(QG).

Definice 12.2 Bud G = (V, E) graf. Rekneme, ze X CV je vrcholové pokryti
v G, jestlize pro kaZdou hranu e € E plati, Ze |eN X| > 1. Nejmensi moznou
velikost vrcholového pokryti v G oznaéme 7(G).
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Pozorovani 12.1 Pro kazdy graf G = (V, E) plati, zZe

v(G) < 7(G) < 2v(G).

Definice 12.3 Bud G = (V,E) graf a M pdrovini v G. Rekneme, Ze cesta
P =wg,e1,v1,...,ep,v v G je M-stiidava, jestlize

e bud e; € M <= i je liché,
e neboe; € M < 1 je sudé.

Definice 12.4 Bud G = (V,E) graf a M pdrovini v G. Rekneme, Ze M-

stridavad cesta P = vg,e1,v1,...,ep,v¢ v grafu G je M-zlepsujici, jestlize
{vg,ve} N U f=0.
fem

Lemma 12.2 (Berge) Je-li G = (V,E) graf a M pdrovani v G, potom
M| =v(G) <= B M-zlepsujici cesta v G.

Véta 12.3 (Konig) Je-li G = (V, E) bipartitni graf, potom 7(G) = v(G).

Definice 12.5 Bud G = (V,E) graf a X C V. Sousedstvim X nazvéme mnoZinu

Na(S) = | Na(x).

zeX

Véta 12.4 (Hall) Bud G = (V,E) bipartitni graf s partitami A a B.
Plati, ze v(G) = |A| < |Ng(S)| > |S| pro kazdou S C A.

Definice 12.6 Bud G = (V,E) graf. Pdrovini M v G nazveme perfekin,
jestlize |M| = |V|/2.

Dusledek 12.5 Bud k > 1. Je-li G = (V, E) k-reguldrni bipartitni graf,
potom G obsahuje perfekini pdrovani. Co vic, G obsahuje k perfekinich
pdrovdni My, Ms, ..., M t.2. E = Uie[k] M;.

13 Prednaska 16. listopadu — Parovani #2

Definice 13.1 Bud G = (V, E) graf. Nejvétsi moznou velikost nezdvislé mnoziny
v G oznacme o(G).
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Pozorovani 13.1 Bud G = (V, E) graf. Potom plati, Ze

o(G)+7(G) =|V].

Definice 13.2 Bud G = (V, E) graf s minimdlnim stupném § > 1. Rekneme, Ze
F C FE je hranové pokryti v G, jestlize V = UfeF f- Nejmensi moznou velikost
hranového pokryti v G oznacme p(G).

Tvrzeni 13.2 (Gallai) Bud G = (V,E) graf s minimdlnim stupném § >
1. Potom plati, Ze
v(G) +p(G) = V.

Lemma 13.3 Bud H = (V, E) souvisly graf t.z. pro kaZdy v € V plati, Ze
v(G —v) = v(G). Potom v(G) = Wl% Specidlné, |V| je liché.

Definice 13.3 Bud H = (V,E) graf. Pocet komponent souvislosti H, které
magt lichy pocet vrcholi, budeme znacit odd(H).

Definice 13.4 Bud G = (V, E) graf a M pdrovdini v G. Poéet nespdrovanijch
vrchold v M budeme znadit

unmeg (M) := |V| — 2|M]|.

Véta 13.4 (Tutte-Berge) Bud H = (V, E) graf. Plati, Ze

glg&%Odd(GfB)* |B| = in unmg (M).

ICE parovani

Dusledek 13.5 (Tutte) Bud G = (V,E) graf. Plati, e G md perfektni
pdrovani <= |B| > odd(G — B) pro kaZdou B CV.

Dusledek 13.6 Bud G = (V, E) graf. Potom

)= iy \4 —odd(C;— B) +|B|

Dausledek 13.7 (Petersen) Je-li G = (V, E) 3-requldrni graf bez mosti,
potom G obsahuje perfektni pdrovdnd.
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14 Prednaska 22. listopadu — hranova barev-
nost

Definice 14.1 Bud' G = (V, Eyr) multigraf. Zobrazeni ¢ : Eyy — [k] nazveme
hranovym k-obarvenim, jestlize ¢~ 1(i) je pdrovdni pro kazdé i € [k]. Jingmi
slovy, pro kazdé dvé riuzné hrany e € Ey a f € Epp spliugict e N f| > 1 plati,
Ze c(e) # c(f). Hranovou barevnosti grafu x'(G) oznacime nejmensi mozné k
t.z. existuje hranové k-obarveni G.

Pozorovani 14.1 Bud G = (V, Ey) multigraf s mazimdlnim stupném A.
Potom plati, ze X' (G) > A.

Véta 14.2 (Kénig) Bud G = (V, Ey) bipartitni multigraf s mazimdlnim
stupném A. Potom plati, Ze X' (G) < A.

Véta 14.3 (Vizing) Bud G = (V,Ey) graf s mazimdlnim stupném A.
Potom plati, ze x'(G) < A+ 1.

Véta 14.4 (Vizing, silngjsi verze) Bud G = (V, Ey) multigraf s ma-
zimdlnim stupném A, a necht p mazimdlni ndsobnost hrany v G. Potom
plati, Ze X'(G) < A+ p.

Véta 14.5 (Shannon) Bud G = (V, Ey) multigraf s mazimdlnim stupném
A. Potom plati, zZe X' (G) < L%J

Véta 14.6 (Shannon, slabsi verze) Bud G = (V, Ey) multigraf s ma-
zimdlnim stupném A. Potom plati, Ze x'(G) < 3 [%w

15 Prednaska 22. listopadu — vrcholova barev-
nost

Definice 15.1 Bud G = (V,E) graf. Zobrazeni ¢ : V. — [k] nazveme (vrcho-
lovym) k-obarvenim, jestliZe pro kaZdou hranu {u,w} € E plati, Ze c(u) # c(w).
Vrcholovou barevnosti grafu x(G) oznacime nejmensi mozné k t.Z. existuje vr-
cholové k-obarveni G.
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Pozorovani 15.1 Bud G = (V, E) graf s mazimdlnim stupném A. Potom
plati, zZe x(G) < A+ 1.

Definice 15.2 Pro multigraf G = (V, Epr) definugme jeho hranograf (anglicky
line-graph) L(QG) jako ndsledujici graf:

e urcholy L(G) jsou proky Epr (tzn. hrany G véetné jejich ndsobnosti), a

e ¢, f € Ey jsou spojeny hranou v L(G) prdvé tehdy, kdyz |en f| > 1.

Pozorovani 15.2 Pro kazdy multigraf G plati, zZe X' (G) = x(L(G)).

Definice 15.3 Graf G = (V, E) nazveme d-degenerovany, jestliZe existuje v €
V t.z2 degg(v) < d a G — v je d-degenerovany.

Tvrzeni 15.3 Bud G = (V, E) d-degenerovany graf. Potom plati, Ze x(G) <
d+1.

Pozorovani 15.4 Pro kazdy graf G = (V, E) plati, Ze x(G) > [%—‘

Definice 15.4 Bud G = (V,E) graf a W C V. W nazveme klikou v G, jestlize
podgraf G indukovany W je tplng, neboli EN (V;/) = (V;) Jinak receno, klika v
G odpovidd nezdvislé mnoziné v G. Nejvétsi moznou velikost kliky v G oznacme

w(G).

Pozorovani 15.5 Pro kazdy graf G = (V, E) plati, ze x(G) > w(QG).

Tvrzeni 15.6 Pro kazdy graf G = (V, E) plati, Ze x(G) + x(G) < |[V|+ 1.

Véta 15.7 (Brooks) Bud G = (V, E) souvisly graf s maximdlnim stupném
A > 3, ktery nend uplny. Potom plati, zZe x(G) < A.

Dusledek 15.8 Bud G = (V, E) souvisly graf s mazimdlnim stupném A
t.z. x(G) = A+ 1. Potom G must byt uplny graf nebo cyklus liché délky.
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16 Prednaska 29. listopadu — pravdépodobnostni
metoda

Definice 16.1 Graf G = (V,E) nazveme k-kritickym, jestlize x(G) = k a
zaroven x(H) < k pro kazdy H C G.

Definice 16.2 Bud Gy := Ky a rekurzivné pro kaZdé k > 3 definuyme graf
Gr s 2n+ 1 vrcholy uy, ..., Up, w1, ..., Wy, 2z, kde n = |V(Gg_1)|, ndsledujicim
zpusobem:

1. sousedstvi vrcholu z, tj. Ng(z), je rovno {wi, ..., wy,}.
2. wrcholy uq, ..., u, indukuji podgraf isomorfni Gy_1,
8. wrcholy w1, ..., wy, tvori nezdavislou mnozinu v G, a

4. dvogice vrcholii u; a w; je spojena hranov <= u; a u; je spojeno hranou.

Véta 16.1 (Mycelski) Pro kazdé k > 2 plati, Ze graf Gy z predchozi
definice md x (Gx) = k a zdroven neobsahuge trojihelnik.

Definice 16.3 Bud G = (V,E) graf. Rekneme, ze W C V je dominugici
mnozina v G, jestlize pro kazdy vrchol x € V. \ W plati, e |Ng(x) " W| > 1.
Nejmensi moznou velikost dominugici mnoziny v G oznaéme v(QG).

Véta 16.2 Kazdy graf G = (V, E) s minimalnim stupném 6 obsahuje do-

o . oo 1+log(5+1
minugici mnozinu velikosti |V| - %.

Véta 16.3 (Erd8s) Pro kazdé k > 3 a kazdé £ > 3 existuje graf Gy t.2.
X (Gi,e) > k a zdroven neobsahuje Zddny cyklus délky nejvyse €.

17 Prednaska 30. listopadu — rovinné grafy

Definice 17.1 Bud G = (V, E) graf. Nakreslenim G v R? rozumime (g, (fe)E),
kde g : V — R? je prosté zobrazeni a f. : [0,1] — R? je prosté spojité zobrazeni
pro kazdé e € E, spliujict nasledugjici vlastnosti:

o pro kaZdou hranu {u,w} = e € E plati, Ze f.(0) = g(u) a fe(1) = g(w), a
e pro kazdou hranu {u,w} = e € E plati, Ze {fe(t): t € (0,1)} Ng(V) = 0.

Ddle o nakresleni G v R? rekneme, Ze je rovinné, jestlize pro kazdé dvé mizné
hrany e;1 € E a eq € E plati, Ze

{fe (8) : € (0, 1)} N {fe, (1) : £ € (0,1)} = 0.
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Definice 17.2 Bud G = (V,E) graf. Rekneme, Ze G je rovinny graf, jestlize
existuje rovinné nakresleni G. Usporddanou trojici (G, g, (fe)r), kde (g, (fe)r)
je rovinné nakresleni G, budeme nazgvat topologicky rovinny graf. Topologicky

rovinny graf budeme znadcit .

Definice 17.3 Bud’ = (G, g,(fe)r) topologicky rovinny graf, a necht

X = g(V)U (U (L)t e, 1]}) .

ecE

Souvislé oblasti R?\ X (v topologickém slova smyslu) budeme nazyjvat stény .

Pozorovani 17.1 Kazdy topologicky rovinny gmf ma prdvé jednu sténu,
jejichz plocha je neomezend.

Definice 17.4 Pro dany topologicky rovinny gmf budeme jeho neomezenou
sténu nazyvat vnéjsi sténa, a budeme ji znacit ext .

Tvrzeni 17.2 Bud’ = (G, g, (f.)) topologicky rovinnyg graf, F' néjakd
jeho sténa, a necht OF znaci mnoZinu hran G, jez leZi na hranici F. Potom
existuje topologicky rovinng graf (G,q’,(f.)) ktery md hranici své vnéjsi
stény rovnu OF.

Definice 17.5 Spojité zobrazeni k : [0,1] — R? takové, Ze k(0) = k(1) a k je
na [0,1) prosté, budeme nazyvat topologickd kruznice v RZ.

Véta 17.3 (Jordan) Kazdd topologickd kruznice v R? rozdéluje R? na
prdvée dvé souvislé oblasti.

Véta 17.4 (Eulerova formule) Bud G = (V,E) rovinng graf, a necht
je néjaké jeho nakresleni. Potom

V|- |E| + #stén =1+ comp(QG).

Dusledek 17.5 Bud G = (V, E) rovinny graf s |V| > 3. Potom plati, Ze
|E| < 3|V|—6. Vime-li navic, Ze G neobsahuje cyklus délky 3 jako podgraf,
tak |E| < 2|V| — 4.
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Pozorovani 17.6 Grafy K5 ani K33 nejsou rovinné.

Definice 17.6 Platénské téleso je konvexni mnohostén v R3 t.z. kazdd jeho
sténa je ohranicena stejnym pravidelngm k-ihelnikem, a kaZdy vrchol lezi presné
v d sténdch.

Véta 17.7 Platénskyjch téles je celkem jen pét: ctyrstén (d = k = 3),
krychle (d =3 a k =4), osmistén (d =4 a k = 3), dvandctistén (d =3 a
k=5) a dvacetistén (d=5 ak =3).

18 Prednaska 6. prosince— rovinné grafy #?2

Pozorovani 18.1 Bud G = (V,E) graf. G je rovinnj <= G : e je
rovinny pro kazdé e € E.

Definice 18.1 Graf H je podrozdéleni grafu G jestlize existuje posloupnost
grafu Fo, Fy, ..., Fr a posloupnost hran ey, ... e, t.2. G = Fy, H = Fy, e; €
E(Fi_l) a Fi = Fi—l L€

Definice 18.2 Rekneme, Ze graf G obsahuje podrozdéleni grafu F jestlize exis-
tuje H C G t.Z. H je podrozdéleni F.

Véta 18.2 (Kuratowski) Graf G je rovinng <= G neobsahuje podrozdéle
K5 a neobsahuje podrozdéleni Ks 3.

Umluva: kontrakce hran v rdmei této kapitoly chdpeme “NE-multigrafové”,
tzn. jakékoliv pripadné nasobné hrany po kontrakci zredukujeme na nasobnost
1. Specidlné, kontrakei lib. hrany v prostém neorientovaném grafu ziskame opét
prosty neorientovany graf.

Pozorovani 18.3 Bud G = (V,E) graf a e € E. G je rovinng = G/e je
rovinny.

Definice 18.3 Graf H je minor grafu G jestliZe existuje posloupnost grafi
Fy, F1, ..., Fy a posloupnost hran ey, ... e t.2. Fy C G, H = Fy, e; € E(F;_1)
a Fl = Fi,l/ei.

Definice 18.4 Rekneme, e graf G obsahuje H jako minor jestlize H je minor

G.

Véta 18.4 (Wagner) Graf G je rovinng <= G neobsahuje Ks jako
minor a neobsahuje K3 3 jako minor.
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Definice 18.5 Bud G = (V,E) a H = ([k],F) dva grafy. Rekneme, ze G
obsahuje model H jestlize existuji Vi, Va, ... Vi po dvou disjukini podmnoZiny V'
t.2.

e pro kazdé i € [k] mnozina V; indukuje v G souvisly podgraf a

o je-li {i,j} € F potom existuji v; € V; av; € V; t.2 {v;,v;} € E.

Lemma 18.5 Graf G obsahuje model H <= G obsahuje H jako minor.

Lemma 18.6 G obsahuje K5 jako minor <= G obsahuje podrozdélent
K5 nebo podrozdéleni Ks 3.

Tvrzeni 18.7 Wagnerova véta je ekvivalentni Kuratowského vété.

Tvrzeni 18.8 Rovinny graf obsahuje vrchol stupné nejvgse 5.

Dausledek 18.9 Je-li graf G rovinng, tak potom x(G) < 6.

Véta 18.10 Je-li graf G rovinng, tak potom x(G) < 5.

Definice 18.6 Bud’ topologicky rovinny graf a necht F jsou stény .

Dudlnim grafem nazveme graf G*, jehoZ vrcholy jsou F a dvé rmizné stény
Fy € F a Fy € F jsou spojeny v G* hranou <= |0F; NOFy| > 1.

Pozorovani 18.11 Dudlem topologického rovinného grafu je rovinng graf.

19 Prednaska 7. prosince— Mader, Thomassen

Véta 19.1 (Mader) Kazdy graf G = (V,E) s |E| > 2873 . |V| obsahuje
K. jako minor.

Disledek 19.2 Kazdyj graf G s x(G) > 2572 4+1 obsahuje Ky, jako minor.
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Lemma 19.3 Bud G = (V, E) rovinng 2-souwvislyj graf a jeho lib. ro-
vinné nakresleni. Potom hranice kaZdé stény je cyklus v G.

Pozorovani 19.4 Je-li G = (V, E) k-souvisly graf a e € E, tak potom G/e
je (k — 1)-souvisly.

Lemma 19.5 Bud G = (V, E) 3-souwvislyj graf ae={x,y} € Btz G/e
obsahuge 2-separdtor {w, z}. Potom plati, Ze (BUNO) w je vrchol ziskany
kontrakci e a {x,y,z} je separdtor v G.

Véta 19.6 (Thomassen) Je-li G = (V, E) 3-souvisly graf s |V| > 5, tak
potom existuje e € E t.2. G/e je 3-souvisly.

20 Prednaska 13. prosince— Brouwer a Ramsey

Pozorovani 20.1 Ky lze nakreslit na Méobiovu pasku.

Definice 20.1 Bud G = (V, E) nerovinng graf a uvaime vsechna jeho moznd
nakresleni v R? takovd, Ze Zddnd hrana svym “vnitikem” neprochdzi skrz Zddngf

vrchol. Pro ddné nakreslent wvazme pocet dvojic krizicich se nakreslenych hran,
a oznacéme tzv. crossing number

2

cr(G) = min pocet dvojic kriZicich se nakreslenych hran.
nakresleni ¢

Véta 20.2 (Crossing lemma) Pro kazdy graf G = (V, E), ktery splniuje
|E| > 4|V|, plati, Ze
1 |EP
> —
er(G) 64 |V|?

Véta 20.3 (Spernerovo lemma) Bud’ topologicky rovinny graf ta-
kovyj, Ze kazdd wvnitini sténa je trojiuhelnik, a necht V je jeho mnoZina
vrcholi. Ddle necht 1, 2 a 3 jsou néjaké ti vrcholy nakreslené na hranici
unéjsi stény, a oznacéme si

o Pio cestu po vnéjsi sténé z 1 do 2 neprochdzejici 3,
o Po3 cestu po vnéjsi sténé z 2 do 3 neprochdzejici 1, a
o P31 cestu po vnéjsi sténé z 3 do 1 neprochdzejici 2.

Konecrié, necht L:V — {1,2,3} je zobrazeni spliiugici
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L(u) € {1,2} pro kazdé u € V(P12),

(
L(v) € {2,3} pro kazdé u € V(Psg),
(
(

L(w) € {1,3} pro kaZdé v € V(P31), a
o L(1) =1, L(2) = 2, L(3) = 3.

Potom existuje “L-duhovd” vnitrni sténa , tzn. wvrcholy a,b,c na jeji
hranici spliugi L(a) = 1, L(b) =2 a L(c) = 3.

Diisledek 20.4 (Brouwerova véta o pevném bodé pro R?) Oznacme
pravothly rovnoramennyj trojihelnik v R? s vrcholy (0,0), (0,1) a (1,0)

A= {(ﬂc,y)€R2:x20&y20&x+y§1}.

Pro kazdé spojité zobrazend f : A — A plati, Ze existujex € A t.2. f(x) = x.

Véta 20.5 (Ramseyova véta) Bud k a ¢ kladnd prirozend éisla. Pro

kazdy graf G = (V. E) s |V| > (k:ff) plati, Ze a(G) > £ nebo w(G) > k.

Disledek 20.6 (symetricky Ramsey) Bud k kladné prirozené éislo. Pro
kazdy graf G = (V,E) s |V| > 4k plati, ze a(G) > k nebo w(G) > k.

21 Prednaska 14. prosince— Turan

Definice 21.1 Pro kazdé kladné prirozené k definujeme Ramseyovo &islo R(k)
jako nejmensi n takové, Ze pro kaZdé 2-obarveni c : E(K,) — {1,2} lze najit
c-monochromaticky uplny podgraf s k vrcholy.

Véta 21.1 (Erd8s) Pro kazdé k > 3 plati, Ze R(k) > 2¥/2,

Véta 21.2 (vicebarevny Ramsey) Bud k a r kladnd prirozend ¢&isla.
Ezistuje n takové, Ze pro kazdé r-obarveni ¢ : E(K,) — [r] lze najit c-
monochromaticky uplny podgraf s k vrcholy.

Véta 21.3 (Goodman) Kazdé 2-obarveni ¢ : E(K,) — {1,2} obsahuje
alespon
n(n —1)(n —5)
24
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monochromatickych podgrafi Ks.

Véta 21.4 (Mantel/Turdn) Pro kazdé k > 2 plati, Ze neobsahuje-li graf
G = (V, E) podgraf K11, tak potom
E_

1
Bl < S VP

Tvrzeni 21.5 Bud G = (V, E) graf. Potom

4 F
Z deg(v)? > %
veV | |

Véta 21.6 (Erdds) Neobsahuje-li graf G = (V, E) podgraf Cy, tak potom

1
Bl < §-IVI- (1+\/4|V|+1).

Véta 21.7 Pro kazdé prvocislo p existuje graf G = (V, E) neobsahugici
podgraf Cy spliugici

(2 — 1
\VI=p*—1 a zdrover |E|Z%
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