
Kapitán̊uv deńık z Teorie graf̊u 01TG (ZS 2023)

1 Přednáška 27. zář́ı — úvod

Definice 1.1 Graf G = (V,E) je uspořádaná dvojice: nějaká konečná množina
vrchol̊u V , a množina hran E, pro kterou plat́ı E ⊆

(
V
2

)
. Často budeme jako

množinu V volit [n].

Obš́ırněji je naše definice grafu v některých zdroj́ıch označována jako prostý
neorientovaný graf.

Definice 1.2 Pro daný graf G znač́ıme V (G) jeho množinu vrchol̊u a E(G)
jeho množinu hran.

Definice 1.3 Nulový graf je graf (∅, ∅). Nenulový graf je graf, který neńı nulový.

Definice 1.4 Bud’ G = (V,E) graf. Doplňkem grafu G označujeme graf G =
(V,
(
V
2

)
\ E).

Definice 1.5 Pro daný graf G = (V,E) a vrchol u ∈ V , označme NG(v) tzv.
sousedstv́ı u v G, kde

NG(v) := {w ∈ V : {u,w} ∈ E}.

Prvk̊um množiny NG(u) ř́ıkáme sousedé u; degG(u) := |NG(u)| ř́ıkáme stupeň u.

Věta 1.1 (Princip sudosti neboli “Handshaking lemma”) Pro každý
graf G = (V,E) plat́ı, že ∑

v∈V

degG(v) = 2|E|.

Definice 1.6 Isomorfismus dvou graf̊u G = (V,E) a H = (W,F ) je bijekce
f : V →W t.̌z.

{u,w} ∈ E ⇐⇒ {f(u), f(w)} ∈ F pro každé dva r̊uzné u,w ∈ V.

O dvojici graf̊u, pro které existuje isomorfismus, řekneme, že jsou isomorfńı, a
znač́ıme G ∼= H.
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Definice 1.7 Automorfismus grafu G = (V,E) je bijekce f : V → V taková, že
jde o isomorfismus G a G, neboli

{u,w} ∈ E ⇐⇒ {f(u), f(w)} ∈ E pro každé dva r̊uzné u,w ∈ V.

Množinu všech automorfism̊u grafu G znač́ıme Aut(G).

Pozorováńı 1.2 Pro každý graf G, množina Aut(G) s operaćı skládáńı
tvoř́ı grupu.

Věta 1.3 Bud’ Gn množina všech po dvou neisomorfńıch graf̊u s n vrcholy.
Plat́ı, že

2(
n
2)

n!
≤ |Gn| ≤ 2(

n
2)

Definice 1.8 Bud’ G = (V,E) graf, u ∈ V a e ∈ E. Řekneme, že u je incidentńı
s e, jestlǐze u ∈ e. Analogicky, pro f ∈ E t.̌z. e ̸= f řekneme, že e je incidentńı
s f , jestlǐze |e ∩ f | = 1.

Definice 1.9 Sled v grafu G = (V,E) z vrcholu u ∈ V do vrcholu w ∈ V je
posloupnost

u = v0, e1, v1, e2, v2, . . . vk−1, ek, vk = w

taková, že

• vi ∈ V pro každé i ∈ [k − 1],

• ei ∈ E pro každé i ∈ [k], a

• ei = {vi−1, vi} pro každé i ∈ [k].

Definice 1.10 Tah v grafu G z u do w je sled v G z u do w takový, že každá
hrana G je v něm obsažena nejvýše jednou.

Definice 1.11 Cesta v grafu G z u do w je sled v G z u do w takový, že každý
vrchol G je v něm obsažen nejvýše jednou. Speciálně, z definice plyne, že každá
cesta je také tahem.

Poznámka— nebudeme-li cht́ıt explicitně zd̊uraznit koncové vrcholy sledu/tahu/cesty,
budeme mluvit pouze o sledu v grafu/tahu v grafu/cestě v grafu.

Pozorováńı 1.4 Bud’ G = (V,E) graf a u ∈ V,w ∈ V jeho dva vrcholy.
Plat́ı, že následuj́ıćı dvě tvrzeńı jsou navzájem ekvivalentńı:

1. Existuje sled v G z vrcholu u do vrcholu w,

2. Existuje cesta v G z vrcholu u do vrcholu w.
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2 Přednáška 4. ř́ıjna — pokračováńı úvodu

Definice 2.1 Katalog základńıch graf̊u:

1. Pro n ≥ 1, úplný graf na n vrcholech — Kn :=
(
[n],

(
[n]
2

))
.

2. Pro n ≥ 1, prázdný graf na n vrcholech — En := ([n], ∅).

3. Pro n ≥ 1, cesta na n vrcholech (též cesta délky n−1) — Pn :=
(
[n],

{
{i, i+ 1} : i ∈ [n− 1]

})
.

4. Pro n ≥ 3, cyklus na n vrcholech (též cyklus délky n) — Cn :=
(
[n], E(Pn) ∪

{
{n, 1}

})
.

Definice 2.2 Pro nenulový graf G = (V,E), uvažujme následuj́ıćı relaci ⇝ na
V : pro u,w ∈ V definujme u⇝ w právě když existuje cesta v G z u do w.

Tvrzeńı 2.1 (DCV) Relace ⇝ je ekvivalence na V .

Definice 2.3 Pro daný graf G budeme tř́ıdám ekvivalence relace ⇝ ř́ıkat kom-
ponenty souvislosti. Počet komponent souvislosti budeme značit comp(G).

Definice 2.4 Nenulový graf G nazveme souvislý, jestlǐze comp(G) = 1. Po-
kud nenulový graf neńı souvislý, neboli comp(G) ≥ 2, tak budeme ř́ıkat, že je
nesouvislý.

Věta 2.2 Pro každé přirozené n ≥ 1 plat́ı, že

n2(
n
2) =

∑
i∈[n]

(
n

i

)
· si · i · 2(

n−i
2 ),

kde si označuje počet souvislých graf̊u na množině [n].

Definice 2.5 Bud’ G = (V,E) graf. Graf H = (W,F ) nazveme podgrafem G, a
budeme značit H ⊆ G, jestlǐze

1. W ⊆ V a

2. F ⊆ E ∩
(
W
2

)
.

Dále, podgraf H nazveme indukovaným podgrafem G, jestlǐze F = E ∩
(
W
2

)
.

Konečně, podgraf H nazveme faktorem G, jestlǐze W = V .

Definice 2.6 Cyklem v grafu G rozumı́me podgraf H ⊆ G t.̌z. H ∼= Ck pro
nějaké k ≥ 3.

Definice 2.7 Bud’ G = (V,E) graf, v ∈ V a e ∈ E.
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1. Podgraf G indukovaný V \ {v} budeme zkráceně zapisovat jako G− v.

2. Faktor G s množinou hran E \ {e} budeme zkráceně zapisovat jako G− e.

Definice 2.8 Bud’ G = (V,E) graf a e ∈ E. Hranu e nazveme mostem v G,
jestlǐze comp(G− e) = comp(G) + 1 .

Lemma 2.3 Bud’ G = (V,E) graf a e ∈ E. Plat́ı následuj́ıćı ekvivalence:
Hrana e je most v G ⇐⇒ e neńı obsažena v žádném cyklu G.

Definice 2.9 Pro daný graf G na množině vrchol̊u [n] definujeme skoré grafu
jako neklesaj́ıćı posloupnost přirozených č́ısel (d1, d2, . . . , dn) t.̌z. di = degG(i)
pro každé i ∈ [n].

Věta 2.4 Posloupnost (d1, d2, . . . , dn) je skóre nějakého grafu

⇐⇒
(d1, d2, . . . , dn−dn−1, dn−dn − 1, . . . , dn−1 − 1︸ ︷︷ ︸

dn člen̊u

) je skóre nějakého grafu.

3 Přednáška 4. ř́ıjna — stromy

Věta 3.1 Bud’ G = (V,E) nenulový graf. Potom následuj́ıćı definice jsou
navzájem ekvivalentńı:

1. G souvislý a neobsahuje cyklus,

2. pro každé x ∈ V a y ∈ V existuje právě jedna cesta v G z x do y,

3. G souvislý a každý tah v G je cestou,

4. G je do inkluze v̊uči hranám maximálńı graf neobsahuj́ıćı cyklus,

5. G je do inkluze v̊uci hranám minimálńı graf, který je souvislý,

6. G je souvislý a |V | = |E|+ 1.

Definice 3.1 Graf G = (V,E) nazveme stromem, jestlǐze je souvislý a nebsa-
huje cyklus.

Definice 3.2 Graf G = (V,E) nazveme lesem, jestlǐze je nebsahuje cyklus.

Definice 3.3 Je-li G = (V,E) graf a v ∈ V t.̌z. degG(v) = 1, potom v nazveme
listem G.
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Lemma 3.2 Každý strom s alespoň 2 vrcholy obsahuje alespoň 2 listy.

Pozorováńı 3.3 Bud’ G = (V,E) souvislý graf a v ∈ V list G. Plat́ı, že
G− v je souvislý.

Definice 3.4 Bud’ G = (V,E) souvislý graf. Faktor (V, F ) = H ⊆ G nazveme
kostrou G, jestlǐze H je strom.

Definice 3.5 Bud’ τn počet všech strom̊u na množině vrchol̊u [n]. Jinými slovy,
τn znač́ı počet koster Kn.

Věta 3.4 (Cayleho formule) Pro každé m ≥ 2 plat́ı, že τn = nn−2.

Důsledek 3.5 Počet neisomorfńıch strom̊u s n vrcholy je alespoň

1− o(1)√
2π

· en

n5/2
.

4 Přednáška 11. ř́ıjna — Grafové algoritmy

Definice 4.1 Pro graf G = (V,E) a e ∈
(
V
2

)
\E označme G+e graf (V,E∪{e}).

Pozorováńı 4.1 Bud’ G = (V,E) souvislý graf, T = (V, F ) nějaká jeho
kostra a e ∈ E \ F . Potom T + e obsahuje právě jeden cyklus CT

e .

Definice 4.2 Cyklus CT
e z předcházej́ıćıho pozorováńı nazveme fundamentálńı

cyklus (hrany) e v (grafu) G v̊uči (kostře) T .

Pozorováńı 4.2 Bud’ G = (V,E) souvislý graf, T = (V, F ) nějaká jeho
kostra, e ∈ E \ F a f ∈ E(CT

e ). Potom (T + e)− f je kostra G.

Definice 4.3 Vážený graf Gw = (V,E,w) je uspořádaná trojice, kde (V,E) je
graf a w : E → R.

Tvrzeńı 4.3 Bud’ G = (V,E) souvislý graf a w : E → R prostá funkce.
Potom má vážený graf (V,E,w) právě jednu kostru Tmin t.̌z.∑

e∈E(Tmin)

w(e) = min
kostra T

∑
f∈E(T )

w(f).

Kostře Tmin ř́ıkáme minimálńı kostra (MST) váženého grafu (V,E,w).
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Věta 4.4 (O Kruskalově algoritmu) Bud’ G = (V,E) souvislý graf a
w : E → R prostá funkce. Seřad́ıme-li hrany E = {e1, e2, . . . , em} dle vah
w vzestupně a budeme-li v tomto pořad́ı přidávat hrany ei do T za podmı́nky
zachováńı acykličnosti, výsledkem je, že T je MST váženého grafu (V,E,w).

Definice 4.4 Pro vážený graf Gw = (V,E,w) a cestu P = v0, e1, v1, . . . , eℓ, vℓ
v Gw definujme

w(P ) :=
∑
i∈[ℓ]

w(ei).

Definice 4.5 B̊ud’ Gw = (V,E,w) vážený graf a u, v ∈ V dva jeho (ne nutně
r̊uzné) vrcholy. Vdálenost́ı u a v v Gw, kterou budeme značit distGw

(u, v), je
minP∈Puv

w(P ), kde Puv znač́ı množinu všech cest v G z u do v.

Definice 4.6 O funkci w : E → R řekneme, že je nezáporná, jestlǐze w(e) ≥ 0
pro každé e ∈ E.

Pozorováńı 4.5 Pro každý vážený graf Gw = (V,E,w), kde w je nezáporná,
je funkce distGw

metrikou na V .

Věta 4.6 (Dijkstra) Pro každý vážený graf Gw = (V,E,w), kde w je
nezáporná, a každý vrchol s ∈ V existuje acyklický faktor Ts t.̌z.

distGw
(s, v) = distTs

(s, v) pro každý v ∈ V.

5 Přednáška 12. ř́ıjna — Bipartitńı grafy

Definice 5.1 Graf G = (V,E) nazveme bipartitńı, jeslǐze existuje rozklad V na
dvě část́ı L a R t.̌z. každá hrana vede “mezi” L a R, neboli |e∩L| = |e∩R| = 1
pro každou e ∈ E.

Definice 5.2 Bud’ G = (V,E) graf aW ⊆ V .W nazveme nezávislou množinou
v G, jestlǐze podgraf G indukovaný W je prázdný, neboli E ∩

(
W
2

)
= ∅. Jinak

řečeno, |e ∩W | ≤ 1 pro každou e ∈ E.

Poznámka — alternativńı definice pro bipartitnost: V lze rozdělit na dvě části
L a R t.ž. obě jsou nezávislá množina v G.

Pozorováńı 5.1 Je-li G bipartitńı graf a H ⊆ G jeho podgraf, tak potom
H je bipartitńı.

Definice 5.3 Je-li v0, e1, v1, e2, v2, . . . vℓ−1, eℓ, vℓ tah v grafu, potom jeho délkou
rozumı́me počet hran, které obsahuje (tzn. ℓ).
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Definice 5.4 O tahu v grafu v0, e1, v1, e2, v2, . . . vℓ−1, eℓ, vℓ řekneme, že je uzavřený,
jestlǐze jeho dva konce jsou stejným vrcholem (tzn. v0 = vℓ).

Věta 5.2 Následuj́ıćı tvrzeńı jsou pro graf G = (V,E) navzájem ekviva-
lentńı:

1. G je bipartitńı.

2. G neobsahuje uzavřený tah liché délky.

3. G neobsahuje indukovaný podgraf isomorfńı lichému cyklu.

4. G neobsahuje lichý cyklus (jako podgraf, ne nutně indukovaný).

Věta 5.3 Každý graf G = (V,E) obsahuje bipartitńı faktor (V, F ), který

splňuje |F | ≥
⌈
|E|
2

⌉
.

Definice 5.5 Bud’ G = (V,E) graf. Faktor H ⊆ G určený množinou hran
F ⊆ E nazveme sudým faktorem G, jestlǐze pro každý v ∈ V plat́ı, že degH(v)
je sudé.

Definice 5.6 Bud’ G = (V,E) graf s libovolně zafixovaným pořad́ım hran, ne-
boli E = {e1, e2, . . . , em}. Každou F ⊆ E si m̊užeme skrz jej́ı 0/1-ový charakte-
ristický vektor v⃗F představit jako prvek vektorového prostoru Zm

2 .

Definice 5.7 Pro graf G = (V,E) definujme tzv. prostor cykl̊u G předpisem

CG := {v⃗F : F sudý faktor G}.

Tvrzeńı 5.4 Pro každý graf G = (V,E) je CG vektorový podprostor Zm
2 .

Věta 5.5 Bud’ G = (V,E) souvislý graf, T jeho libovolná kostra, a ne-
cht’ C1, C2, . . . , C|E|−|V |+1 jsou všechny fundamentálńı cykly v G v̊uči T .
Charakteristické vektory těchto |E| − |V |+ 1 cykl̊u tvoř́ı bázi prostoru CG.

6 Přednáška 18. ř́ıjna —Multigrafy, matice grafu

Definice 6.1 Multigraf je uspořádaná dvojice (V,EM ), kde V je konečná množina
vrchol̊u, a EM je multimnožina obsahuj́ıćı prvky

(
V
2

)
. Jinými slovy, každá dvojice

vrchol̊u m̊uže být spojena i v́ıce než jednou hranou.
Alternativně, multigraf je vážený graf G = (V,E,w), kde w : E → N>0. Pro

danou hranu e ∈ E ř́ıkáme hodnotě w(e) násobnost hrany e.
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Definice 6.2 Multigraf G = (V,E,w) je souvislý, jestlǐze graf (V,E) je sou-
vislý.

Definice 6.3 Cyklus délky 2 je multigraf (V,EM ) s V = [2] a EM = {{1, 2}, {1, 2}}.

Definice 6.4 Počet koster multigrafu G = (V,EM ) definujeme jako počet F ⊆
EM t.̌z. (V, F ) je strom, a znač́ıme ho T (G). Poznamenjme, že aby (V, F ) mohl
býti stromem, tak nutně násobnost káždé hrany v F je rovna jedné (tzn. F je
množina).

Definice 6.5 Pro daný multigraf G = (V,EM ) a hranu {x, y} = e ∈ E, de-
finujme multigrafovou kontrakci hrany e bez smyček jako následuj́ıćı multigraf,
který budeme značit G/e, na množině vrchol̊u (V \ {x, y})∪{z} s hranami E′

M :

• Každou {u, v} ∈ EM , kde {u, v} ∩ {x, y} = ∅, vlož́ıme do E′
M ,

• každou {u, x} ∈ EM , kde u ̸= y, změńıme na {u, z} a vlož́ıme do E′
M , a

• každou {u, y} ∈ EM , kde u ̸= x, změńıme na {u, z} a vlož́ıme do E′
M .

Zd̊urazněme, že násobnost každé hrany {u, v}, kde {u, v} ∩ {x, y} = ∅, v G/e je
stejná jako násobnost {u, v} v G, a násobnost každé hrany {u, z} v G/e je rovna
součtu násobnost́ı hran {u, x} a {u, y} v G.

Tvrzeńı 6.1 Bud’ G = (V,EM ) multigraf a e ∈ EM lib. jeho hrana. Plat́ı,
že T (G) = T (G− e) + T (G/e).

Definice 6.6 Matice sousednosti multigrafu G = ([n], E, w) je symetrická n×n
matice AG, kde všechny prvky na diagonále jsou rovny nule, a (AG)i,j pro i ̸= j

je rovno

{
w({i, j}) pokud {i, j} ∈ E, a

0 jinak.

Tvrzeńı 6.2 Bud’ G = ([n], E, w) multigraf s matićı sousednosti AG. Pro
každě k ∈ N>0 plat́ı, že prvek matice (AG)

k na pozici i, j je roven počtu
sled̊u délky k z vrcholu i do vrcholu j.

Definice 6.7 Spektrum multigrafu G s n vrcholy jsou vlastńı č́ısla jeho matice
sousednosti AG. Typicky je znač́ıme λ1, λ2, . . . , λn a předpokládáme, že plat́ı
λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn.

Tvrzeńı 6.3 Bud’ G = (V,E) graf s minimálńım stupněm vrchol̊u δ a
maximálńım stupněm vrchol̊u ∆, a necht’ λ1 je nejvěťśı vlastńı č́ıslo matice
sousednosti AG. Potom plat́ı, že ∆ ≥ λ1 ≥ δ. Ve skutečnosti plat́ı, že
λ1 ≥ 2|E|/|V | = Ev∈V degG(v).
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Definice 6.8 Matice incidence multigrafu G = ([n], E, w) s celkem m hranami
e1, e2, . . . , em je boolovská symetrická n×m matice BG, kde v i-tém sloupci jsou
přesně dve jedničky, a to na pozićıch odpov́ıdaj́ıćıch konc̊um hrany ei.

Pozorováńı 6.4 Bud’ G = ([n], EM ) multigraf s matićı sousednosti AG a
matićı incidence BG. Potom plat́ı, že

Definice 6.9 Laplaceova matice multigrafu G = ([n], E, w) je symetrická n×n
matice LG, kde

• (LG)i,i, pro i ∈ [n], je rovno degG(i), a

• (LG)i,j, pro {i, j} ∈
(
[n]
2

)
, je rovno

{
−w({i, j}) pokud {i, j} ∈ E, a

0 jinak.

Pozorováńı 6.5 Bud’ G = ([n], EM ) multigraf s matićı sousednosti AG,
matićı incidence BG a Laplaceovou matićı LG. Potom plat́ı, že

BG ·BT
G =


degG(1) 0 . . . 0

0 degG(2) . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . degG(n)

+AG,

a

LG =


degG(1) 0 . . . 0

0 degG(2) . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . degG(n)

−AG = BG ·BT
G − 2AG.

Pozorováńı 6.6 Bud’ G = ([n], EM ) multigraf s Laplaceovou matićı LG.
Matice LG je singulárńı a pozitivně semidefinitńı. Ve skutečnosti, pro každý
vektor x⃗ ∈ Rn plat́ı, že

xTLGx =
∑

{i,j}∈EM

((x⃗)i − (x⃗)j)
2
.

7 Přednáška 19. ř́ıjna — Počet koster, jednotažky
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Tvrzeńı 7.1 Bud’ G = ([b], EM ) multigraf a LG jeho Laplaceova matice.
Plat́ı, že hodnost LG je rovna n− 1 ⇐⇒ G je souvislý.

Definice 7.1 Pro čtvercovou matici M s rozměry n× n a č́ıslo i ∈ [n] budeme
značit M (i) matici źıskanou z M smazáńım i-tého řádku a i-tého sloupce.

Věta 7.2 Bud’ G = ([n], EM ) multigraf s Laplaceovou matićı LG. Pro

každé i ∈ [n] plat́ı, že detL
(i)
G = T (G), tzn. počtu koster G.

Definice 7.2 Bud’ G = (V,EM ) multigraf. Tah v G nazvěme Eulerovský, jestlǐze
je uzavřeny a zároveň má délku |EM | (jinými slovy, obsahuje všechny hrany G).

Věta 7.3 Bud’ G = (V,EM ) multigraf. G obsahuje Eulerovský tah ⇐⇒
G je souvislý a degG(v) je sudé č́ıslo pro každý vrchol v ∈ V .

Důsledek 7.4 Bud’ G = (V,EM ) multigraf. G obsahuje tah délky |EM |
⇐⇒ G je souvislý a počet vrchol̊u G lichého stupně je bud’ 0 nebo 2.

8 Přednáška 1. listopadu—Hamiltonovské cykly,
neseparovatelné grafy

Definice 8.1 O grafu G = (V,E) řekneme, že je Hamiltonovský, jestlǐze ob-
sahuje cyklus s |V | vrcholy jako podgraf. Cyklus obsahuj́ıćı všechny vrcholy G
nazýváme Hamiltonovské.

Věta 8.1 (Oreho věta) Bud’ G = (V,E) graf s |V | ≥ 3 t.̌z. každé dva
vrcholy u,w ∈ V nespojené hranou v G splňuj́ı degG(u) + degG(w) ≥ |V |.
Potom G je Hamiltonovský.

Důsledek 8.2 (Diracova věta) Bud’ G = (V,E) graf s |V | ≥ 3 t.̌z. každý
vrchol má stupeň alespoň |V |/2. Potom G je Hamiltonovský.

Tvrzeńı 8.3 Bud’ G = (V,E) graf s |V | ≥ 3 a necht’ existuje neprázdná
X ⊆ V splňuj́ıćı, že indukovaný podgraf G množinou V \ X má ostře v́ıc
než |X| komponent souvislosti. Potom G neńı Hamiltonovský.

Definice 8.2 Bud’ G = (V,E) graf. Vrchol v ∈ V nazveme artikulaćı, jestlǐze
indukovaný podgraf množinou V \ {v} má v́ıce komponent souvislosti než G.

Definice 8.3 Souvislý graf G = (V,E) s |V | ≥ 3 nazveme neseparovatelný,
jestlǐze žádný vrchol G neńı artikulace.
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Lemma 8.4 Obsahuje-li souvislý graf G = (V,E) s |V | ≥ 3 most, potom
obsahuje artikulaci.

Věta 8.5 Graf G = (V,E) je neseparovatelný ⇐⇒ pro každé dva vrcholy
u,w ∈ V existuj́ı dvě cesty P1 a P2 obě vedoućı z u do w t.̌z. V (P1) ∩
V (P2) = {u,w}. Jinak řečeno, každé dva vrcholy v G lež́ı na nějaké společné
kružnici.

9 Přednáška 2. listopadu— ušaté lemma, k-souvislost

Definice 9.1 Bud’ G = (V,E) graf a necht’ {u,w} = e ∈ E. Podrozděleńım
hrany e v G rozumı́me graf, který budeme značit G : e, źıskaný z grafu G − e
přidáńım nového vrcholu ve, který je následně spojen s vrcholy u a w.

Lemma 9.1 Graf G = (V,E) je neseparovatelný ⇐⇒ pro každou e ∈ E
je G : e neseparovatelný.

Důsledek 9.2 Bud’ G = (V,E) neseparovatelný graf a necht’ e, f ∈ E.
Potom existuje cyklus v G obsahuj́ıćı e a f .

Definice 9.2 Necht’ G = (V,E) je graf. Na prvćıch množiny E definujme relaci
∼B t.̌z. e ∼B f právě tehdy, když bud’ e = f , nebo existuje cyklus v G obsahuj́ıćı
e a f .

Tvrzeńı 9.3 Pro každý graf G = (V,E) je relace ∼B ekvivalenćı na E.

Definice 9.3 Bud’ G = (V,E) graf. Tř́ıdám ekvivalence ∼B ř́ıkáme bloky G.

Definice 9.4 Bud’ G = (V,E) graf a u,w ∈ V jeho dva r̊uzné vrcholy. Přilepeńım
ucha délky ℓ do G mezi u a w rozumı́me graf źıskaný přidáńım ℓ − 1 nových
vrchol̊u v1, . . . , vℓ−1 do G a následně přidáńım cesty u, v1, v2, . . . , vℓ−1, w.

Věta 9.4 (Ušaté lemma) Každý neseparovatelný graf G = (V,E) lze
źıskat tak, že k cyklu vhodné délky se postupně přilepuje posloupnost uš́ı.
Jinými slovy, existuje posloupnost G0 ⊂ G1 ⊂ G2 ⊂ · · · ⊂ Gt taková, že
G0

∼= Cℓ pro nějaké ℓ ∈ N0, Gt
∼= G, a pro každé i ∈ [t] se graf Gi+1 se

źıská z grafu Gi přilepeńım ucha.

Definice 9.5 Bud’ G = (V,E) graf a u,w ∈ V jeho dva r̊uzné vrcholy. Označme
pG(u,w) jako maximálńı počet až na konce vrcholově disjunktńıch cest v G mezi
u a w.
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Definice 9.6 Graf G = (V,E) s |V | ≥ 2 nazveme (vrcholově-)k-souvislý, pokud
plat́ı, že pG(u,w) ≥ k pro každé u,w ∈ V . Vrcholovou souvislost́ı κ(G) budeme
rozumnět nejvěťśı k t.̌z. G je vrcholově-k-souvislý.

Věta 9.5 (Menger, globálńı vrcholová verze) Graf G = (V,E) je k-
souvislý ⇐⇒ |V | ≥ k + 1 a pro každé W ⊆ V splňuj́ıćı |W | ≤ k − 1 plat́ı,
že G−W je souvislý.

Definice 9.7 Bud’ G = (V,E) graf a u,w ∈ V jeho dva r̊uzné vrcholy splňuj́ıćı
{u,w} ̸∈ E. Separátorem mezi u a w v G rozumı́me nějakou množinu vrchol̊u
W ⊆ V \{u,w} t.̌z. G−W má vrcholy u a w v r̊uzných komponentách souvislosti.

Definice 9.8 Bud’ G = (V,E) graf a u,w ∈ V jeho dva r̊uzné vrcholy splňuj́ıćı
{u,w} ̸∈ E. Označme cG(u,w) jako minimálńı velikost separátoru mezi u a w
v G.

Věta 9.6 (Menger, lokálńı vrcholová verze) Bud’ G = (V,E) graf a
u,w ∈ V jeho dva r̊uzné vrcholy splňuj́ıćı {u,w} ̸∈ E. Potom plat́ı, že
pG(u,w) = cG(u,w).

Definice 9.9 Bud’ G = (V,EM ) multigraf a u,w ∈ V jeho dva r̊uzné vrcholy.
Označme p′G(u,w) jako maximálńı počet hranově disjunktńıch cest v G mezi u
a w.

Definice 9.10 Multigraf G = (V,EM ) s |V | ≥ 2 nazveme hranově-k-souvislý,
pokud plat́ı, že p′G(u,w) ≥ k pro každé u,w ∈ V . Hranovou souvislost́ı κ′(G)
budeme rozumnět nejvěťśı k t.̌z. G je hranově-k-souvislý.

Věta 9.7 (Menger, globálńı hranová verze) Multigraf G = (V,EM )
je hranově-k-souvislý ⇐⇒ pro každou multimnožinu FM ⊆ EM splňuj́ıćı
|FM | ≤ k − 1 plat́ı, že G− FM je souvislý.

Definice 9.11 Bud’ G = (V,EM ) multigraf a u,w ∈ V jeho dva r̊uzné vrcholy.
Řežem mezi u a w v G rozumı́me nějakou multimnožinu hran FM ⊆ EM t.̌z.
G− FM má vrcholy u a w v r̊uzných komponentách souvislosti.

Definice 9.12 Bud’ G = (V,EM ) multigraf a u,w ∈ V jeho dva r̊uzné vrcholy.
Označme c′G(u,w) jako minimálńı velikost řezu mezi u a w v G.

Věta 9.8 (Menger, lokálńı hranová verze) Bud’ G = (V,EM ) mul-
tigraf a u,w ∈ V jeho dva r̊uzné vrcholy. Potom plat́ı, že p′G(u,w) =
c′G(u,w).

10 Přednáška 8. listopadu — Mengerovy věty
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Lemma 10.1 Bud’ G = (V,E) graf který neńı úplný. Potom plat́ı, že

κ(G) = min
u,w∈V :u̸=w,
{u,w}̸∈E

pG(u,w) = min
u,w∈V :u̸=w,
{u,w}̸∈E

cG(u,w) .

Lemma 10.2 Necht’ G = (V,E) je k-souvislý graf a necht’ X ⊆ V t.̌z.
|X| ≥ k. Označme grafem G+ graf źıskaný z G přidáńım nového vrcholu
x, jehož sousedstv́ı NG+(x) = X. Plat́ı, že G+ je k-souvislý.

Důsledek 10.3 Necht’ G = (V,E) je k-souvislý graf a necht’ X ⊆ V a
Y ⊆ V t.̌z. |X| = |Y | = k. Potom existuje k vrcholově disjunktńıch cest
P1, . . . , Pk t.̌z. každá cesta Pi, kde i ∈ [k], má přesně jeden konec v X a
druhý donec v Y .

11 Přednáška 9. listopadu — Toky v śıt́ıch

Definice 11.1 Bud’ G = (V,EM ) multigraf a X ⊆ V . Hranici X v G definu-
jeme jako množinu hran G s přesně jedńım koncem v X, a znač́ıme ji

∂G(X) :=
{
e ∈ EM : |e ∩X| = 1

}
.

Pro v ∈ V budeme zkráceně psát ∂G(v) namı́sto ∂G({v}).

Pozorováńı 11.1 Bud’ G = (V,EM ) multigraf a u,w ∈ V jeho dva r̊uzné
vrcholy. Potom plat́ı, že

min
X⊆V :

u∈X&w ̸∈X

|∂G(X)| .

Definice 11.2 Digraf G = (V,A) je uspořádaná dvojice: nějaká konečná množina
vrchol̊u V , a množina šipek A, pro kterou plat́ı A ⊆ (V × V ) \ {(v, v) : v ∈ V }.

Definice 11.3 Orientovaný G = (V,E, o) je uspořádaná trojice, kde (V,E) je
graf a o : E → V splňuj́ıćı o(e) ∈ e pro každé e ∈ E. Orientaci grafu inter-
pretujeme tak, že každá hrana e źıskala sv̊uj start, který odpov́ıdá vrcholu o(e),
a ćıl, který odpov́ıdá opačnému konci e než je o(e). Alternativně lze definovat
orientovaný graf jakožto digraf, kde pro každé dva vrcholy u,w ∈ V plat́ı, že
obsahuje nejvýše jednu z šipek (u,w) a (w, u).

Definice 11.4 Bud’ G = (V,A) digraf a necht’ u,w ∈ V . Orientovaná cesta
délky k v G z u do w je posloupnost u = v0, e1, v1, . . . , ek, vk = w, kde {v0, . . . , vk} ⊆
V , {e1, . . . , ek} ⊆ A, a ei = (vi−1, vi) pro každé i ∈ [k].
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Definice 11.5 Bud’ G = (V,A) digraf. Orientovaný cyklus v G je orientovaná
cesta z nějakého vrcholu u do nějakého vrcholu w v G společně s šipkou (w, u).
Digraf nazveme acyklický, jestlǐze neobsahuje žádnou orientovanou kružnici.

Definice 11.6 Bud’ G = (V,A) digraf a X ⊆ V . Ven-orientovanou hranićı X
v G definujeme jako množinu šipek G vycházej́ıćıch z nějakého vrcholu z X a
vedoućı do nějakého vrcholu z V \X, kterou budeme značit

∂+G(X) :=
{
(x, y) ∈ A : x ∈ X & y ∈ V \X

}
.

Analogicky definujeme dovnitr-orientovnou hranici X v G jako

∂−G(X) :=
{
(y, x) ∈ A : x ∈ X & y ∈ V \X

}
.

Opět budeme pro v ∈ V zkracovat ∂+G({v}) a ∂−G({v}) na ∂+G(v) a ∂−G(v).

Lemma 11.2 Bud’ G = (V,A) digraf a s a t jeho dva r̊uzné vrcholy. Potom
nastává právě jedna možňost:

1. G obsahuje orientovanou cestu z s do t, nebo

2. existuje X : {s} ⊆ X ⊆ V \ {t} t.̌z. ∂+G(X) = ∅.

Definice 11.7 Bud’ G = (V,A) digraf a s a t jeho dva r̊uzné vrcholy. (Celoč́ıselný)
Tok v G z s do t je zobrazeńı φ : E → N0 t.̌z. pro každé w ∈ V \ {s, t} plat́ı∑

e+∈∂+
G(w)

φ(e+) =
∑

e−∈∂−
G (w)

φ(e−).

Hodnotou φ rozumı́me
∑

e+∈∂+
G(s)

φ(e+)−
∑

e−∈∂−
G (s)

φ(e−), a budeme ji značit val(φ).

Lemma 11.3 Bud’ G = (V,A) digraf, s a t jeho dva r̊uzné vrcholy, φ tok
z s do t a X : {s} ⊆ X ⊆ V \ {t}. Plat́ı, že

val(φ) =
∑

e+∈∂+
G(X)

φ(e+)−
∑

e−∈∂−
G (X)

φ(e−).

Definice 11.8 Bud’ G = (V,A) digraf, s a t jeho dva r̊uzné vrcholy a φ tok z s
do t. Nosičem φ rozumı́me množinu šipek suppφ = {e ∈ A : φ(e) > 0}.

Lemma 11.4 Bud’ G = (V,A) digraf, s a t jeho dva r̊uzné vrcholy a φ
tok z s do t. Potom existuje tok ψ z s do t t.̌z. val(φ) = val(ψ) a digraf
(V, suppψ) je acyklický.
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Tvrzeńı 11.5 Bud’ G = (V,A) digraf, s a t jeho dva r̊uzné vrcholy a φ
tok z s do t splňuj́ıćı val(φ) = k. Potom existuj́ı P1, P2, . . . , Pk orientované
cesty v G z s do t t.̌z. každá e ∈ A je obsažena v nejvýše φ(e) těchto cestách.

Definice 11.9 Bud’ G = (V,A) digraf, s a t jeho dva r̊uzné vrcholy, a necht’

c : E → N0 je zobrazeńı, kterému budeme ř́ıkat kapacita šipek. Tok φ z s do t
nazveme c-př́ıpustný, jestlǐze φ(e) ≤ c(e) pro všechny e ∈ A.

Definice 11.10 Śıt’ je uspořádaná pětice (V,A, s, t, c) t.̌z. (V,A) je digraf, s a
t jeho dva r̊uzné vrcholy, a c : E → N0 je kapacita šipek. Tokem v śıt́ı rozumı́me
c-př́ıpustný tok v (V,A) z s do t.

Definice 11.11 Bud’ φ tok v śıti (V,A, s, t, c), a necht’ x ∈ V . Řekneme, že ne-
orientovaná (“orientace-ignoruj́ıćı”, tzn. muže chodit po šipkách i v opačném
směru) cesta P = v0, e1, v1, e2, . . . , eℓ, vℓ, kde v0 = s a vℓ = x je φ-zlepšuj́ıćı
cesta z s do t, jestlǐze plat́ı pro každé i ∈ [ℓ]:

• když ei = (vi−1, vi), tak φ(ei) ≤ c(ei)− 1, a

• když ei = (vi, vi−1), tak φ(ei) ≥ 1.

Lemma 11.6 Bud’ φ tok v śıti (V,A, s, t, c), a necht’ P je nějaká φ-zlepšuj́ıćı
cesta z s do t. Potom existuje c-př́ıpustný tok ψ z s do t t.̌z. val(ψ) =
val(φ) + 1.

Definice 11.12 Bud’ (V,A, s, t, c) śıt’. Kapacitu množiny X splňuj́ıćı {s} ⊆
X ⊆ V \ {t} definujeme jako

cap(X) :=
∑

e+∈∂+
G(X)

φ(e+).

Věta 11.7 (Ford-Fulkerson) Bud’ (V,A, s, t, c) śıt’ a Φ množina všech
c-př́ıpustných tok̊u v (V,A) z s do t. Potom plat́ı, že

max
φ∈Φ

val(φ) = min
X:{s}⊆X⊆V \{t}

cap(X).

12 Přednáška 15. listopadu — Párováńı #1

Definice 12.1 Bud’ G = (V,E) graf. Řekneme, že M ⊆ E je párováńı v G,
jestlǐze pro každé dvě r̊uzné hrany e, f ∈M plat́ı, že e∩ f = ∅. Nejvěťśı možnou
velikost párováńı v G označme ν(G).

Definice 12.2 Bud’ G = (V,E) graf. Řekneme, že X ⊆ V je vrcholové pokryt́ı
v G, jestlǐze pro každou hranu e ∈ E plat́ı, že |e ∩ X| ≥ 1. Nejmenš́ı možnou
velikost vrcholového pokryt́ı v G označme τ(G).
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Pozorováńı 12.1 Pro každý graf G = (V,E) plat́ı, že

ν(G) ≤ τ(G) ≤ 2ν(G).

Definice 12.3 Bud’ G = (V,E) graf a M párováńı v G. Řekneme, že cesta
P = v0, e1, v1, . . . , eℓ, vℓ v G je M -stř́ıdavá, jestlǐze

• bud’ ei ∈M ⇐⇒ i je liché,

• nebo ei ∈M ⇐⇒ i je sudé.

Definice 12.4 Bud’ G = (V,E) graf a M párováńı v G. Řekneme, že M -
stř́ıdavá cesta P = v0, e1, v1, . . . , eℓ, vℓ v grafu G je M -zlepšuj́ıćı, jestlǐze

{v0, vℓ} ∩
⋃

f∈M

f = ∅.

Lemma 12.2 (Berge) Je-li G = (V,E) graf a M párováńı v G, potom
|M | = ν(G) ⇐⇒ ∄ M -zlepšuj́ıćı cesta v G.

Věta 12.3 (König) Je-li G = (V,E) bipartitńı graf, potom τ(G) = ν(G).

Definice 12.5 Bud’ G = (V,E) graf a X ⊆ V . Sousedstv́ım X nazvěme množinu

NG(S) :=
⋃
x∈X

NG(x).

Věta 12.4 (Hall) Bud’ G = (V,E) bipartitńı graf s partitami A a B.
Plat́ı, že ν(G) = |A| ⇐⇒ |NG(S)| ≥ |S| pro každou S ⊆ A.

Definice 12.6 Bud’ G = (V,E) graf. Párováńı M v G nazveme perfektńı,
jestlǐze |M | = |V |/2.

Důsledek 12.5 Bud’ k ≥ 1. Je-li G = (V,E) k-regulárńı bipartitńı graf,
potom G obsahuje perfektńı párováńı. Co v́ıc, G obsahuje k perfektńıch
párováńı M1,M2, . . . ,Mk t.̌z. E =

⋃
i∈[k]Mi.

13 Přednáška 16. listopadu — Párováńı #2

Definice 13.1 Bud’ G = (V,E) graf. Nejvěťśı možnou velikost nezávislé množiny
v G označme α(G).
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Pozorováńı 13.1 Bud’ G = (V,E) graf. Potom plat́ı, že

α(G) + τ(G) = |V |.

Definice 13.2 Bud’ G = (V,E) graf s minimálńım stupněm δ ≥ 1. Řekneme, že
F ⊆ E je hranové pokryt́ı v G, jestlǐze V =

⋃
f∈F f . Nejmenš́ı možnou velikost

hranového pokryt́ı v G označme ρ(G).

Tvrzeńı 13.2 (Gallai) Bud’ G = (V,E) graf s minimálńım stupněm δ ≥
1. Potom plat́ı, že

ν(G) + ρ(G) = |V |.

Lemma 13.3 Bud’ H = (V,E) souvislý graf t.̌z. pro každý v ∈ V plat́ı, že

ν(G− v) = ν(G). Potom ν(G) = |V |−1
2 . Speciálně, |V | je liché.

Definice 13.3 Bud’ H = (V,E) graf. Počet komponent souvislosti H, které
maj́ı lichý počet vrchol̊u, budeme značit odd(H).

Definice 13.4 Bud’ G = (V,E) graf a M párováńı v G. Počet nespárovaných
vrchol̊u v M budeme značit

unmG(M) := |V | − 2|M |.

Věta 13.4 (Tutte-Berge) Bud’ H = (V,E) graf. Plat́ı, že

max
B⊆V

odd(G−B)− |B| = min
M⊆E párováńı

unmG(M).

Důsledek 13.5 (Tutte) Bud’ G = (V,E) graf. Plat́ı, že G má perfektńı
párováńı ⇐⇒ |B| ≥ odd(G−B) pro každou B ⊆ V .

Důsledek 13.6 Bud’ G = (V,E) graf. Potom

ν(G) = min
B⊆V

|V | − odd(G−B) + |B|
2

.

Důsledek 13.7 (Petersen) Je-li G = (V,E) 3-regulárńı graf bez most̊u,
potom G obsahuje perfektńı párováńı.
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14 Přednáška 22. listopadu — hranová barev-
nost

Definice 14.1 Bud’ G = (V,EM ) multigraf. Zobrazeńı c : EM → [k] nazveme
hranovým k-obarveńım, jestlǐze c−1(i) je párováńı pro každé i ∈ [k]. Jinými
slovy, pro každé dvě r̊uzné hrany e ∈ EM a f ∈ EM splňuj́ıćı |e ∩ f | ≥ 1 plat́ı,
že c(e) ̸= c(f). Hranovou barevnost́ı grafu χ′(G) označ́ıme nejmenš́ı možné k
t.̌z. existuje hranové k-obarveńı G.

Pozorováńı 14.1 Bud’ G = (V,EM ) multigraf s maximálńım stupněm ∆.
Potom plat́ı, že χ′(G) ≥ ∆.

Věta 14.2 (König) Bud’ G = (V,EM ) bipartitńı multigraf s maximálńım
stupněm ∆. Potom plat́ı, že χ′(G) ≤ ∆.

Věta 14.3 (Vizing) Bud’ G = (V,EM ) graf s maximálńım stupněm ∆.
Potom plat́ı, že χ′(G) ≤ ∆+ 1.

Věta 14.4 (Vizing, silněǰśı verze) Bud’ G = (V,EM ) multigraf s ma-
ximálńım stupněm ∆, a necht’ µ maximálńı násobnost hrany v G. Potom
plat́ı, že χ′(G) ≤ ∆+ µ.

Věta 14.5 (Shannon) Bud’ G = (V,EM ) multigraf s maximálńım stupněm
∆. Potom plat́ı, že χ′(G) ≤

⌊
3∆
2

⌋
.

Věta 14.6 (Shannon, slabš́ı verze) Bud’ G = (V,EM ) multigraf s ma-
ximálńım stupněm ∆. Potom plat́ı, že χ′(G) ≤ 3

⌈
∆
2

⌉
.

15 Přednáška 22. listopadu — vrcholová barev-
nost

Definice 15.1 Bud’ G = (V,E) graf. Zobrazeńı c : V → [k] nazveme (vrcho-
lovým) k-obarveńım, jestlǐze pro každou hranu {u,w} ∈ E plat́ı, že c(u) ̸= c(w).
Vrcholovou barevnost́ı grafu χ(G) označ́ıme nejmenš́ı možné k t.̌z. existuje vr-
cholové k-obarveńı G.
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Pozorováńı 15.1 Bud’ G = (V,E) graf s maximálńım stupněm ∆. Potom
plat́ı, že χ(G) ≤ ∆+ 1.

Definice 15.2 Pro multigraf G = (V,EM ) definujme jeho hranograf (anglicky
line-graph) L(G) jako následuj́ıćı graf:

• vrcholy L(G) jsou prvky EM (tzn. hrany G včetně jejich násobnost́ı), a

• e, f ∈ EM jsou spojeny hranou v L(G) právě tehdy, když |e ∩ f | ≥ 1.

Pozorováńı 15.2 Pro každý multigraf G plat́ı, že χ′(G) = χ(L(G)).

Definice 15.3 Graf G = (V,E) nazveme d-degenerovaný, jestlǐze existuje v ∈
V t.̌z. degG(v) ≤ d a G− v je d-degenerovaný.

Tvrzeńı 15.3 Bud’ G = (V,E) d-degenerovaný graf. Potom plat́ı, že χ(G) ≤
d+ 1.

Pozorováńı 15.4 Pro každý graf G = (V,E) plat́ı, že χ(G) ≥
⌈

|V |
α(G)

⌉
.

Definice 15.4 Bud’ G = (V,E) graf a W ⊆ V . W nazveme klikou v G, jestlǐze
podgraf G indukovaný W je úplný, neboli E ∩

(
W
2

)
=
(
W
2

)
. Jinak řečeno, klika v

G odpov́ıdá nezávislé množ́ıně v G. Nejvěťśı možnou velikost kliky v G označme
ω(G).

Pozorováńı 15.5 Pro každý graf G = (V,E) plat́ı, že χ(G) ≥ ω(G).

Tvrzeńı 15.6 Pro každý graf G = (V,E) plat́ı, že χ(G) +χ(G) ≤ |V |+1.

Věta 15.7 (Brooks) Bud’ G = (V,E) souvislý graf s maximálńım stupněm
∆ ≥ 3, který neńı úplný. Potom plat́ı, že χ(G) ≤ ∆.

Důsledek 15.8 Bud’ G = (V,E) souvislý graf s maximálńım stupněm ∆
t.̌z. χ(G) = ∆ + 1. Potom G muśı být úplný graf nebo cyklus liché délky.
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16 Přednáška 29. listopadu— pravděpodobnostńı
metoda

Definice 16.1 Graf G = (V,E) nazveme k-kritickým, jestlǐze χ(G) = k a
zároveň χ(H) < k pro každý H ⊊ G.

Definice 16.2 Bud’ G2 := K2 a rekurzivně pro každé k ≥ 3 definujme graf
Gk s 2n + 1 vrcholy u1, . . . , un, w1, . . . , wn, z, kde n = |V (Gk−1)|, následuj́ıćım
zp̊usobem:

1. sousedstv́ı vrcholu z, tj. NG(z), je rovno {w1, . . . , wn}.

2. vrcholy u1, . . . , un indukuj́ı podgraf isomorfńı Gk−1,

3. vrcholy w1, . . . , wn tvoř́ı nezávislou množinu v Gk, a

4. dvojice vrchol̊u ui a wj je spojena hranou ⇐⇒ ui a uj je spojeno hranou.

Věta 16.1 (Mycelski) Pro každé k ≥ 2 plati, že graf Gk z předchoźı
definice má χ (Gk) = k a zároveň neobsahuje trojúhelńık.

Definice 16.3 Bud’ G = (V,E) graf. Řekneme, že W ⊆ V je dominuj́ıćı
množina v G, jestlǐze pro každý vrchol x ∈ V \W plat́ı, že |NG(x) ∩W | ≥ 1.
Nejmenš́ı možnou velikost dominuj́ıćı množiny v G označme γ(G).

Věta 16.2 Každý graf G = (V,E) s minimálńım stupněm δ obsahuje do-

minuj́ıćı množinu velikosti |V | · 1+log(δ+1)
δ+1 .

Věta 16.3 (Erdős) Pro každé k ≥ 3 a každé ℓ ≥ 3 existuje graf Gk,ℓ t.̌z.
χ (Gk,ℓ) ≥ k a zároveň neobsahuje žádný cyklus délky nejvýše ℓ.

17 Přednáška 30. listopadu — rovinné grafy

Definice 17.1 Bud’ G = (V,E) graf. Nakresleńım G v R2 rozumı́me (g, (fe)E),
kde g : V → R2 je prosté zobrazeńı a fe : [0, 1] → R2 je prosté spojité zobrazeńı
pro každé e ∈ E, splňuj́ıćı následuj́ıćı vlastnosti:

• pro každou hranu {u,w} = e ∈ E plat́ı, že fe(0) = g(u) a fe(1) = g(w), a

• pro každou hranu {u,w} = e ∈ E plat́ı, že {fe(t) : t ∈ (0, 1)} ∩ g(V ) = ∅.

Dále o nakresleńı G v R2 řekneme, že je rovinné, jestlǐze pro každé dvě r̊uzné
hrany e1 ∈ E a e2 ∈ E plat́ı, že

{fe1(t) : t ∈ (0, 1)} ∩ {fe2(t) : t ∈ (0, 1)} = ∅.
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Definice 17.2 Bud’ G = (V,E) graf. Řekneme, že G je rovinný graf, jestlǐze
existuje rovinné nakresleńı G. Uspořádanou trojici (G, g, (fe)E), kde (g, (fe)E)
je rovinné nakresleńı G, budeme nazývat topologický rovinný graf. Topologický

rovinný graf budeme značit G .

Definice 17.3 Bud’ G := (G, g, (fe)E) topologický rovinný graf, a necht’

X := g(V ) ∪

(⋃
e∈E

{fe(t) : t ∈ [0, 1]}

)
.

Souvislé oblasti R2\X (v topologickém slova smyslu) budeme nazývat stěny G .

Pozorováńı 17.1 Každý topologický rovinný graf G má právě jednu stěnu,
jej́ıchž plocha je neomezená.

Definice 17.4 Pro daný topologický rovinný graf G budeme jeho neomezenou

stěnu nazývat vněǰśı stěna, a budeme ji značit ext G .

Tvrzeńı 17.2 Bud’ G = (G, g, (fe)) topologický rovinný graf, F nějaká
jeho stěna, a necht’ ∂F znač́ı množinu hran G, jež lež́ı na hranici F . Potom
existuje topologický rovinný graf (G, g′, (f ′e)) který má hranici svě vněǰśı
stěny rovnu ∂F .

Definice 17.5 Spojité zobrazeńı k : [0, 1] → R2 takové, že k(0) = k(1) a k je
na [0, 1) prosté, budeme nazývat topologická kružnice v R2.

Věta 17.3 (Jordan) Každá topologická kružnice v R2 rozděluje R2 na
právě dvě souvislé oblasti.

Věta 17.4 (Eulerova formule) Bud’ G = (V,E) rovinný graf, a necht’

G je nějaké jeho nakresleńı. Potom

|V | − |E|+#stěn G = 1 + comp(G).

Důsledek 17.5 Bud’ G = (V,E) rovinný graf s |V | ≥ 3. Potom plat́ı, že
|E| ≤ 3|V | − 6. Vı́me-li nav́ıc, že G neobsahuje cyklus délky 3 jako podgraf,
tak |E| ≤ 2|V | − 4.

21



Pozorováńı 17.6 Grafy K5 ani K3,3 nejsou rovinné.

Definice 17.6 Platónské těleso je konvexńı mnohostěn v R3 t.̌z. každá jeho
stěna je ohraničena stejným pravidelným k-úhelńıkem, a každý vrchol lež́ı přesně
v d stěnách.

Věta 17.7 Platónských těles je celkem jen pět: čtyřstěn (d = k = 3),
krychle (d = 3 a k = 4), osmistěn (d = 4 a k = 3), dvanáctistěn (d = 3 a
k = 5) a dvacetistěn (d = 5 a k = 3).

18 Přednáška 6. prosince— rovinné grafy #2

Pozorováńı 18.1 Bud’ G = (V,E) graf. G je rovinný ⇐⇒ G : e je
rovinný pro každé e ∈ E.

Definice 18.1 Graf H je podrozděleńı grafu G jestlǐze existuje posloupnost
graf̊u F0, F1, . . . , Fk a posloupnost hran e1, . . . , ek t.̌z. G ∼= F0, H ∼= Fk, ei ∈
E(Fi−1) a Fi

∼= Fi−1 : ei.

Definice 18.2 Řekneme, že graf G obsahuje podrozděleńı grafu F jestlǐze exis-
tuje H ⊆ G t.̌z. H je podrozděleńı F .

Věta 18.2 (Kuratowski) Graf G je rovinný ⇐⇒ G neobsahuje podrozděleńı
K5 a neobsahuje podrozděleńı K3,3.

Úmluva: kontrakce hran v rámci této kapitoly chápeme “NE-multigrafově”,
tzn. jakékoliv př́ıpadné násobné hrany po kontrakci zredukujeme na násobnost
1. Speciálně, kontrakćı lib. hrany v prostém neorientovaném grafu źıskáme opět
prostý neorientovaný graf.

Pozorováńı 18.3 Bud’ G = (V,E) graf a e ∈ E. G je rovinný ⇒ G/e je
rovinný.

Definice 18.3 Graf H je minor grafu G jestlǐze existuje posloupnost graf̊u
F0, F1, . . . , Fk a posloupnost hran e1, . . . , ek t.̌z. F0 ⊆ G, H ∼= Fk, ei ∈ E(Fi−1)
a Fi

∼= Fi−1/ei.

Definice 18.4 Řekneme, že graf G obsahuje H jako minor jestlǐze H je minor
G.

Věta 18.4 (Wagner) Graf G je rovinný ⇐⇒ G neobsahuje K5 jako
minor a neobsahuje K3,3 jako minor.
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Definice 18.5 Bud’ G = (V,E) a H = ([k], F ) dva grafy. Řekneme, že G
obsahuje model H jestlǐze existuj́ı V1, V2, . . . Vk po dvou disjuktńı podmnož́ıny V
t.̌z.

• pro každé i ∈ [k] množina Vi indukuje v G souvislý podgraf a

• je-li {i, j} ∈ F potom existuj́ı vi ∈ Vi a vj ∈ Vj t.̌z. {vi, vj} ∈ E.

Lemma 18.5 Graf G obsahuje model H ⇐⇒ G obsahuje H jako minor.

Lemma 18.6 G obsahuje K5 jako minor ⇐⇒ G obsahuje podrozděleńı
K5 nebo podrozděleńı K3,3.

Tvrzeńı 18.7 Wagnerova věta je ekvivalentńı Kuratowského větě.

Tvrzeńı 18.8 Rovinný graf obsahuje vrchol stupně nejvýše 5.

Důsledek 18.9 Je-li graf G rovinný, tak potom χ(G) ≤ 6.

Věta 18.10 Je-li graf G rovinný, tak potom χ(G) ≤ 5.

Definice 18.6 Bud’ G topologický rovinný graf a necht’ F jsou stěny G .

Duálńım grafem G nazveme graf G⋆, jehož vrcholy jsou F a dvě r̊uzné stěny
F1 ∈ F a F2 ∈ F jsou spojeny v G⋆ hranou ⇐⇒ |∂F1 ∩ ∂F2| ≥ 1.

Pozorováńı 18.11 Duálem topologického rovinného grafu je rovinný graf.

19 Přednáška 7. prosince— Mader, Thomassen

Věta 19.1 (Mader) Každý graf G = (V,E) s |E| ≥ 2k−3 · |V | obsahuje
Kk jako minor.

Důsledek 19.2 Každý graf G s χ(G) ≥ 2k−2+1 obsahuje Kk jako minor.
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Lemma 19.3 Bud’ G = (V,E) rovinný 2-souvislý graf a G jeho lib. ro-

vinné nakresleńı. Potom hranice každé stěny G je cyklus v G.

Pozorováńı 19.4 Je-li G = (V,E) k-souvislý graf a e ∈ E, tak potom G/e
je (k − 1)-souvislý.

Lemma 19.5 Bud’ G = (V,E) 3-souvislý graf a e = {x, y} ∈ E t.̌z. G/e
obsahuje 2-separátor {w, z}. Potom plat́ı, že (BÚNO) w je vrchol źıskaný
kontrakćı e a {x, y, z} je separátor v G.

Věta 19.6 (Thomassen) Je-li G = (V,E) 3-souvislý graf s |V | ≥ 5, tak
potom existuje e ∈ E t.̌z. G/e je 3-souvislý.

20 Přednáška 13. prosince— Brouwer a Ramsey

Pozorováńı 20.1 K6 lze nakreslit na Möbiovu pásku.

Definice 20.1 Bud’ G = (V,E) nerovinný graf a uvažme všechna jeho možná
nakresleńı v R2 taková, že žádná hrana svým “vnitřkem” neprocháźı skrz žádný
vrchol. Pro dáné nakresleńı uvažme počet dvojic kř́ı̌źıćıch se nakreslených hran,
a označme tzv. crossing number

cr(G) := min
nakresleńı G

počet dvojic kř́ı̌źıćıch se nakreslených hran.

Věta 20.2 (Crossing lemma) Pro každý graf G = (V,E), který splňuje
|E| ≥ 4|V |, plat́ı, že

cr(G) ≥ 1

64
· |E|3

|V |2
.

Věta 20.3 (Spernerovo lemma) Bud’ G topologický rovinný graf ta-
kový, že každá vnitřńı stěna je trojúhelńık, a necht’ V je jeho množina
vrchol̊u. Dále necht’ 1, 2 a 3 jsou nějaké tři vrcholy nakreslené na hranici
vněǰśı stěny, a označme si

• P12 cestu po vněǰśı stěně z 1 do 2 neprocházej́ıćı 3,

• P23 cestu po vněǰśı stěně z 2 do 3 neprocházej́ıćı 1, a

• P31 cestu po vněǰśı stěně z 3 do 1 neprocházej́ıćı 2.

Konečňě, necht’ L : V → {1, 2, 3} je zobrazeńı splňuj́ıćı
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• L(u) ∈ {1, 2} pro každé u ∈ V (P12),

• L(v) ∈ {2, 3} pro každé u ∈ V (P23),

• L(w) ∈ {1, 3} pro každé u ∈ V (P31), a

• L(1) = 1, L(2) = 2, L(3) = 3.

Potom existuje “L-duhová” vnitřńı stěna G , tzn. vrcholy a, b, c na jej́ı
hranici splňuj́ı L(a) = 1, L(b) = 2 a L(c) = 3.

Důsledek 20.4 (Brouwerova věta o pevném bodě pro R2) Označme
pravoúhlý rovnoramenný trojúhelńık v R2 s vrcholy (0, 0), (0, 1) a (1, 0)

∆ :=
{
(x, y) ∈ R2 : x ≥ 0& y ≥ 0&x+ y ≤ 1

}
.

Pro každé spojité zobrazeńı f : ∆ → ∆ plat́ı, že existuje x ∈ ∆ t.̌z. f(x) = x.

Věta 20.5 (Ramseyova věta) Bud’ k a ℓ kladná přirozená č́ısla. Pro
každý graf G = (V,E) s |V | ≥

(
k+ℓ−2
k−1

)
plat́ı, že α(G) ≥ ℓ nebo ω(G) ≥ k.

Důsledek 20.6 (symetrický Ramsey) Bud’ k kladné přirozené č́ıslo. Pro
každý graf G = (V,E) s |V | ≥ 4k plat́ı, že α(G) ≥ k nebo ω(G) ≥ k.

21 Přednáška 14. prosince— Turán

Definice 21.1 Pro každé kladné přirozené k definujeme Ramseyovo č́ıslo R(k)
jako nejmenš́ı n takové, že pro každé 2-obarveńı c : E(Kn) → {1, 2} lze naj́ıt
c-monochromatický úplný podgraf s k vrcholy.

Věta 21.1 (Erdős) Pro každé k ≥ 3 plat́ı, že R(k) ≥ 2k/2.

Věta 21.2 (v́ıcebarevný Ramsey) Bud’ k a r kladná přirozená č́ısla.
Existuje n takové, že pro každé r-obarveńı c : E(Kn) → [r] lze naj́ıt c-
monochromatický úplný podgraf s k vrcholy.

Věta 21.3 (Goodman) Každé 2-obarveńı c : E(Kn) → {1, 2} obsahuje
alespoň

n(n− 1)(n− 5)
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monochromatických podgraf̊u K3.

Věta 21.4 (Mantel/Turán) Pro každé k ≥ 2 plat́ı, že neobsahuje-li graf
G = (V,E) podgraf Kk+1, tak potom

|E| ≤ k − 1

2k
· |V |2.

Tvrzeńı 21.5 Bud’ G = (V,E) graf. Potom∑
v∈V

degG(v)
2 ≥ 4|E|

|V |
.

Věta 21.6 (Erdős) Neobsahuje-li graf G = (V,E) podgraf C4, tak potom

|E| ≤ 1

4
· |V | ·

(
1 +

√
4|V |+ 1

)
.

Věta 21.7 Pro každé prvoč́ıslo p existuje graf G = (V,E) neobsahuj́ıćı
podgraf C4 splňuj́ıćı

|V | = p2 − 1 a zároveň |E| ≥ (p− 1)(p2 − 1)

2
.
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