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1) Pro všechny dvojice a, b ∈ N≥1 určete počet koster úplného bipartitńıho grafu Ka,b.

2a) Bud’ k ∈ N>0. Dokažte, že každý 2k+1-regulárńı graf G = (V,E) obsahuje faktor
H = (V, F ), který je 2k-regulárńı.

2b) Dokažte, že množinu hran libovolného 2k+1-regulárńıho grafu G = (V,E) lze
rozdělit na 2k disjunktńıch část́ı F1, F2, . . . , F2k tak, že graf (V, Fi) je 2-regulárńı
pro všechna i ∈ [2k].

3) Pro každé k ≥ 2, nalezněte charakterizuj́ıćı podmı́nku pro souvislé multigrafy
G = (V,EM ), které lze “nakreslit” pomoćı k tah̊u, a zároveň k − 1 či méně tah̊u
nestač́ı. Jinými slovy, vG existuje k hranově disjunktńıch tah̊u T1, . . . , Tk takových,
že součet jejich délek je roven |EM |, a zároveň v G neexistuje ≤ k − 1 hranově
disjunktńıch tah̊u, jejichž délky se sč́ıtaj́ı na |EM |.
(Hint: inspirujte se přednáškou, kde se dokazoval př́ıpad k = 1.)

4) Pro graf G = (V,E) označme Gk graf (V,Ek), kde Ek := {{x, y} : distG(x, y) ≤ k}.

a) Pro každý souvislý graf G = (V,E) a dva vrcholy u,w ∈ V dokažte, že G3

obsahuje tzv. Hamiltonovskou cestu z u do w, tj. cestu délky |V | − 1 jej́ımiž
konci jsou u a w.

b) Pro každou hranu e ∈ E(G3) ukažte, že v G3 existuje Hamiltonovský cyklus
obsahuj́ıćı hranu e.

5) Bud’ G = (V,E) graf. Připomeňme z přednášky relaci ∼B na množině hran E, kde
e ∼B f jestliže e = f nebo e a f lež́ı na nějakém společném cyklu v G. Již v́ıme,
že ∼B je ekvivalence a jej́ı tř́ıdy nazýváme bloky grafu G. Necht’ k je počet tř́ıd
ekvivalence ∼B a
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je rozklad E na př́ıslušné bloky. Položme Vi :=
⋃

e∈Bi
e pro každé i ∈ [k], jinými

slovy, necht’ Vi jsou přesně ty vrcholy, jež jsou koncem nějaké hrany z Bi.

a) Dokažte, že |Vi ∩ Vj | ≤ 1 pro každé i ̸= j.

b) Dokažte, že v ∈ V lež́ı ve dvou ruzných množinách Vi a Vj právě tehdy když
v je artikulace G.
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