1 Pomeérné dost tézka (dle nazoru prednasejiciho)
Dokazte, ze pro kazdé € > 0 existuje ng t.z. nasledujici plati pro vSechna n > ny:

n
a) Pocet vech nesouvislych grafii na mnoziné vrcholu [n] je mensi nez e - 2(5).

b) Pocet vSech grafi na mnoziné vrcholu [n] s vice nez jednim automorfismem je

mensi nez € - 2(3)

2 O jedné velmi symetrické tridé graft

Bud ¢ libovolnd mocnina prvoéisla spliujici ¢ = 1 (mod 4). Graf G, je zkonstruovén tak,
ze jeho vrcholy jsou vSechny prvky g-prvkového koneéného télesa GF(q), a dva vrcholy
x a gy jsou spojeny hranou pravé tehdy, kdyz jejich rozdil je kongruentni a? pro néjaké
a € GF(q)\ {0}.

a) Dokazte, ze graf G, je dobfe definovany, neboli z —y = a*> < y—z = b? pro

néjakd a,b € GF(q) \ {0}.

b) Dokazte, ze pro kazdou dvojici vrcholu z,y € V(G,) plati, ze existuje fy, €
Aut(Gy) t.z. f(z) =y.

c¢) Dokazte, 7ze G, = G,,.

3 O souvislém sudém faktoru

Bud G = (V, E) souvisly graf, ktery obsahuje dvé kostry 71 = (V, Fy) a Ty = (V, Fy)
splnujici Fy N Fy = (). Dokazte, ze G obsahuje sudy faktor, ktery je souvisly.

4 O bipartitnosti grafu bez trojuhelniku s velkym stupném
Bud G = (V, E) s minimalnim stupném §(G) > @
a) Dokazte, ze G je bud bipartitni, nebo obsahuje cyklus délky 3.

b) Zkonstruujte nekoneéné mnoho navzajem neizomorfnich grafi G = (V, E) s mi-
nimalnim stupném §(G) = %Vl, které nejsou bipartitni a zaroven neobsahuji cyklus

délky 3.



5 Efektivni implementace grafového algoritmu

Pro splnéni této ulohy stacéi vyresit jednu (libovolnou) ze dvou podcasti.

Naprogramujte ve VaSem oblibeném programovacim jazyce feSeni nésledujici algo-
ritmické tlohy. Vami vybrany programovaci jazyk musi mit volné dostupny piekladac
a/nebo interpret ve standardnich repozitafich linuxové distribuce Debian. Odevzdava se
pouze zdrojovy kéd Vaseho programu. V piipadé nejasnosti ohledné Vami vybraného
programovaciho jazyka prosim kontaktujte pfednésejiciho.

V ramci vybraného programovaciho jazyka smite pouzivat jeho standardni knihovny,
nesmite v8ak pouzit jiz predpfipraveny grafovy algoritmus pro Vami vybranou tlohu
(napf. tedy nelze volat problém ftesici funkci z “The Boost Graph Library” pro C++).
V piipadé jakychkoliv nejasnosti prosim kontaktujte prednasejiciho ptedtim, nez zaénete
programovat.

1) Pro dany vézeny graf G = (V, E, w) spoctéte vdhu minimaln{ kostry G.

2) Pro dany vazeny graf G = (V, E,w) splaujici w(e) > 0 pro kazdou hranu e € F
spoctéte prumeér G, tj. maxyey ey distg(z, ).

Efektivitu Vasi implementace 1ze otestovat nahttp://sparrow.fjfi.cvut.cz/gralg/|;
Vase teSeni bude povazovano za efektivni, jestlize spravné vyresi “stfedné tézké” tlohy
na bézném laptopu do 30 sekund.

6 Vysoce pravidelné grafy

Piipomenme (viz. tloha 5 z 3. série DCV), Ze pro graf G = (V, E) zna¢ime g(G) délku
nejkratsiho cyklu, ktery G obsahuje. Dokazte, ze pokud existuje d-regularni graf s d?+ 1
vrcholy a g(G) = 5, potom d € {2,3,7,57}.

Poznamenejme, Ze existence 57-requldrniho grafu s 3250 wrcholy a g(G) = 5 nebyla
doposud nikym ani dokdzdna, ani vyvrdcena.

7 Vldastni ¢isla a po¢ty hran z podmnoziny vrcholi

Bud G = (V, E) regularni graf a necht \; > \y > ... > \, je jeho spektrum. Dokazte,
ze pro kazdou mnozinu S C V plati, ze pocet hran s pravé jednim koncem v S spliiuje
nésledujici nerovnost:

(1= 2)ISIV\ 8]

ecE:lenS|=1} >
{e€ B:lens|=1)] o

8 O dlouhé cesté v grafech s velkym min stupném

a) Pro kazdy souvisly graf G = (V, E') dokazte, ze G obsahuje cestu délky min{26(G), |V'|—
1}.


http://sparrow.fjfi.cvut.cz/gralg/

b) Pro kazdé pfirozené § > 1 zkonstruujte nekonecné velkou mnozinu souvislych grafu
Gs takovou, ze kazdy G € Gs spliuje §(G) = ¢ a zdroven GG neobsahuje zadnou
cestu délky 26 + 1.

9 O stromech v grafech s hodné hranami
Bud k > 2, G = (V, E) graf splijici |E| > (k — 1)|V| a necht T je libovolny strom s
k + 1 vrcholy. Dokazte, ze G obsahuje T jako podgraf.
10 &k a a vs. Hamiltonovské kruznice
Pfipomenme, ze k(G) znaci vrcholovou souvislost grafu G a a(G) znadi velikost nejvétsi
nezavislé mnoziny v G.

Dokazte, ze kazdy graf G = (V, E) s |V| > 3 spliujici k(G) > a(G) obsahuje Hamil-
tonovskou kruznici.
11 (Ne?)parovaci tloha

Méjme graf G = (V,E) a F C E libovolnou podmnozinu hran. Necht G; := (V, F)

znaci faktor G uréeny hranami F', a ozna¢me A1, Ao, ..., Ax komponenty souvislosti G1.
Analogicky, bud Gs := (V, E\F), a By, B, ..., By komponenty souvislosti Go. Ozna¢me
mc(G, F') velikost nejmensi mozné mnoziny S C {Ay, ..., Ag, B1,..., B}, ktera spliuje,

ze pro kazdy vrchol v € V existuje komponenta C € S spliujici v € C. Konecné,
definujme mc(G) := maxpcpmc(G, F).

a) Dokazte, ze pokud G neni tplny, tak mc(G) > 2.

b) Pro kazdé k € N zkonstruujte souvisly graf G = (V, E) takovy, ze a(G) = k a
zéroven mc(G) = 2.
c¢) Dokazte nerovonst mc(G) < a(G).

Hint: Pro pevné F' C E wvazte pomocny bipartitni graf, kde jedna partita odpovidd
komponentdim souvislosti faktoru (V,F), druhd partita komponentdm souvislosti
faktoru (V, E\F), a dvé komponenty spojite hranou prdvé tehdy, kdyz magji alespon
jeden spolecnyj vrchol.

12 Multigrafova verze Vizingovy véty

Dokazte, napf. zobecnénim dukazu grafové verze Vizingovy véty, ze x'(G) < A(G)+u(G)
pro kazdy multigraf G.



13 Barevnost grafu s omezenou klikovosti

Pro kazdé prirozené k > 2 dokazte, ze exist}lje konstanta Cj > 0 t.z. kazdy n-vrcholovy
graf G s w(G) = k spliuje x(G) < Cy - n' k.

14 Husté grafy bez K,

Pro kazdé prirozené s > 2 a t > 2 dokazte, Ze existuje konstanta Cs; > 0 t.Z. existuje
graf G = (V, E), ktery neobsahuje K, jako podgraf, a spliiuje

B = Coy - [V 5T
15 Totalni chaos je nemozny

Pro kazda prirozend r > 2, £ > 2 a k > ¢ dokazte, ze existuje N t.z. plati néasledujici:
ke kazdému c : (UX}) — [r] existuje S C [N] spliujici |S| > k a ¢(X) = ¢(Y) pro kazdé
XY € (3).

16 Pocet K, vuci poctu hran

Pro kazdy graf G = (V,E) dokazte, ze pocet ¢tveric vrcholu {a,b,c,d} € (Z) t.2.
{a,b,c,d} indukuji Ky je alespon
B (4] = V") - BIEI - [V]?)
6|V |2

17 Variace na Hadwigera s a(G) namisto x(G)

V(&)
2a(G)—1

Dokazte, ze kazdy graf G obsahuje K; , pro t = { 1, jako minor.

18 Hodné hran zarucuje podrozdéleni K

Bud G = (V, E) graf spliaujic
k
2

B] > 261y
Dokazte, ze G obsahuje podrozdéleni K.
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