Kombinatorika a grafy I: série 1 — opakovani diskrétni matematiky
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miiZete je TeSit do konce semestru.

Uloha 1. Dokazte, 7e pro libovolnych n + 1 pfirozenych é&isel v intervalu [1,2n] plati:
a) Existuji dvé nesoudélna ¢isla. (2 body)
b) Existuji dvé ¢isla, Ze jedno je ndsobek druhého. (2 body)

Uloha 2. Dokazte nasledujici vztah o sou¢tu kombinaénich éisel:
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(3 body)

Uloha 3. Necht a(G) znaéi velikost nejvétsi nezavislé mnoziny grafu G. Nezavisl4 mnozina je podmno-
ziny vrcholid, kde Zzadné dva nejsou spojeny hranou. Dokazte, ze
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kde A(G) zna¢i maximalni stupeil vrcholu v grafu G. (8 body)
Uloha 4. Spoctéte pocet koster tiplného bipartitniho grafu Ko . (8 body)

Uloha 5. Tah je posloupnost st¥idave vrcholt a hran viejvses . . . e,-1v,, kde se zadna hrana neopakuje,
tedy pro ¢ # j plati e; # e;. Naopak vrcholy se opakovat mohou. Rozhodnéte, zda lze kazdy souvisly
graf G, ktery ma 2k vrcholu lichého stupné a ostatni sudého, nakreslit pomoci k disjunktnich ne nutné
uzavTenych taht. (4 body)

Uloha 6. Hamiltonovska kruznice je kruznice prochézejici viemi vrcholy grafu — tedy posloupnost
V1€1V2€2 . . . enU1, Z€ Pro i # j je v; # v; a e; # €.
a) Naleznéte Hamiltonovskou kruznici pro pravidelny dvanactistén. (1 bod)

b) Uvazme Sachovnici n X n pro liché n. Dokazte, Ze at za¢nete kdekoliv, neni mozné proskakat koném
celou Sachovnici a vratit se zpét na zacatek, pricemz navstivit kazdé policko praveé jednou. Jinymi
slovy: Uvazme graf, jehoz vrcholy jsou jednotlivd policka Sachovnice a dva vrcholy jsou spojené
hranou, pravé kdyz je mezi nimi mozné tdhnout koném. Dokazte, Ze pro lichy rozmér takovy graf

nemda Hamiltonovskou kruznici. (2 body)
* ¢) Rozhodnéte, pro kterd n mé Sachovnice n x n Hamiltonovskou kruznici pro koné. Muzete zkusit
vytesit i malé pripady, budou za né néjaké body. (5 body)

Uloha 7x. Graf je k-partitni, pokud jeho vrcholy lze rozdélit do k disjunktnich mnozin (partit), Ze
vSechny hrany vedou pouze mezi rtiznymi partitami. Uplny k-partitni graf obsahuje vSechny takové
hrany.

a) Dokazte, ze pokud tplny k-partitni graf na n vrcholech mé maximalni pocéet hran, potom se velikosti

partit lisi nejvyse o 1. (1 bod)
b) Nahlédnéte, Ze po pfidani libovolné hrany do tplného k-partitniho grafu vznikne klika Kj1.(1 bod)
c) Ukazte, Ze uplny k-partitni graf na n vrcholech mé nejvyse kQ—*kl -n2. (2 body)
d) Nahlédnéte, Ze graf neobsahujici K1, jehoZ pocet hran je maximalni, jiz nutné obsahuje K. (1 bod)
e) Indukci dokazte, Ze kazdy graf neobsahujici Kj41 jako podgraf mé nejvyse % -n?. (8 body)



