Kombinatorika a grafy I: série 2 — princip inkluze a exkluze

VsSechny kroky feSeni je tfeba peclivé zdtvodnit nebo dokéazat. Dilezity jsou postup, nikoliv kon-

v My

krétni ¢iselné vysledky. Ulohy oznacené x jsou obtiznéjsi a muZzete je Fesit do konce semestru.

Uloha 1. Kolika rtiznymi zptisoby lze ke kulatému stolu posadit r Rusti, ¢ Germant a b Bulhart tak, aby
pfislusnici zddného néroda netvorili souvisly tsek? (Pfedpokladejte, Ze vSichni jsou navzajem rozlisitelni,
naopak rozesazeni lisici se pouze pootocenim stolu povazujeme za stejna.) (4 body)

Uloha 2. Kolik &isel zbyde, vyskrtame-li z mnoziny 1,2, 3, ..., 1000 vSechny nasobky 2, 3, 5 a 7? (3 body)

Uloha 3. Karetni bali¢ek obsahuje 52 karet ¢tyf réiznych barev, 13 karet od kazdé barvy.
a) Kolika zpisoby lze vybrat 13 karet tak, aby mezi nimi byly karty vSech barev, jestlize na poradi
vybranych karet nezalezi? (2 body)
b) Kolik je vybért, jestlize pozadavky jsou stejné jako v a), jen na potadi karet zalezi? (2 body)

Uloha 4. Na n-mistném koloto¢i jelo n déti. Déti chtéji jet jesté jednou, ale ZAdné z nich nechce sedét za
stejnym ditétem jako pfi prvni jizdé. Kolika rtiznymi zpusoby je muzete posadit na koloto¢ tak, abyste

vyhovéli jejich pfani? (Vysledek nemusite upravovat.) (8 body)

Uloha 5. Mé&jme dvé pfirozena éisla k a l.
a) Volme k a | ndhodné rovnomérné z [n] = {1,2,3,...,n}. Vypoctéte pravdépodobnost p(n), zZe ¢isla
k a | budou nesoudélna. (8 body)

* b) Nahlédnéte, ze

lim p(n) =[] (1 - z%) :

p prvocislo
Poznamenejme, ze hodnota tohoto souc¢inu vychézi piekvapivé %. (5 bodi)
Uloha 6. Porovnejte nasledujici funkce pro hodnoty # — co. Tedy rozhodnéte, do jakych asymptotic-
kych tfid vaci sobé patii (O, 2, ©):
2
, folw) =2 fa(x) =Inz, fa(z)=logyz® fs(x)=e", fo(x)=e"",
fr(x) =3 fo(x) = xloggx, folx) = 5a® — 72 +12x + 5.

fi(z) =

N8

(2 body)

Uloha 7. Oznaéme r nejvétsi pfirozené ¢islo takové, ze existuje rovinny graf G na r vrcholech, jeho
doplnék je také rovinny. Z prednasky vite, ze z asymptotického chovani po¢tu hran rovinného grafu resp.
uplného grafu vyplyva, Ze r je koneéné, neboli pro dostatecné velké n doplnék rovinného grafu na n
vrcholech nemiZe byt rovinny. Na cviceni jsme spocitali, ze uz pro n > 11 rovinny graf na n vrcholech
nema rovinny doplnék. Tim ziskdvame horni odhad r < 11.
a) Ukazte, Ze r > 8. Jinymi slovy najdéte rovinny graf na 8 vrcholech takovy, Ze i jeho doplnék je
rovinny. (1 bod)
* b) Dokazte, ze r < 10. (8 body)
* ¢) Dokazte, ze r < 9. (3 body)



