Kombinatorika a grafy I: série 5 — Latinské ¢tverce, Hallova véta, souvislost
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miiZete je TeSit do konce semestru.

Uloha 1. Perfektni parovani v grafu G je podgraf G’ C G takovy, Ze vSechny vrcholy maji v G’ stupen
pfesné jedna. Jinymi slovy, je to parovéni takové, ze kazdy vrchol je pokryt (pravé jednou) parovaci
hranou.
a) Najdéte 6 rtiznych perfektnich parovani v Petersenové grafu. (2 body)
b) Ukazte, ze Petersentiv graf mé pfesné 6 perfektnich parovani. (8 body)

Uloha 2. Nezavisla mnozina I v grafu G je podmnozina vrcholii takova, Ze zadné dva vrcholy z I nejsou
spojené hranou, jinymi slovy indukovany podgraf mnozinou I je prazdny. Uvazme nejvétsi parovani v G.
Dokazte, ze vrcholy, do kterjch nevede parovaci hrana, tvofi nezavislou mnozinu. (2 body)

Uloha 3. Dokazte, Ze hrany kazdého rovinného grafu bez trojthelnikii Ize zorientovat tak, Ze z kazdého
vrcholu vedou nejvyse dvé Sipky ven. Hint: Hallova véta (4 body)

Uloha 4. Ukaite, Ze souvisly kubicky (tj. 3-regulérni) graf je hranové k-souvisly pravé tehdy, kdy# je
vrcholové k-souvisly (pro k € {1,2,3}). (4 body)

Uloha 5. Na ostrové Papua-Nova Guinea Fesi obyvatelé tamni vesnice lezici uprostied jezera J nasle-
dujici problém: z mote M k nim po mistnim systému fek (viz obrézek) den co den pfiplouvaji krokodyli
a 1ito¢i na vesni¢any. Saman se proto rozhodl na Fece postavit stavidla tak, aby mohli regulovat vSechny
pritoky do jezera (stavidla lze stavét jen v mistech, kde se feka nevétvi). Bohuzel si nejsou jisti, zda umi
najit optimalni feseni, proto se obraci na Vas, jejich zajatce, s nabidkou, ze Vas nesni, pokud rozmisténi
stavidel navrhnete Vy. (—c? + 4c — 3 bodii; ¢ znaci pocet pousitych stavidel)
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Uloha 6*. Definujme osvobozeny ¢tverec fadu n jako tabulku n X n, v jejimz kazdém policku je nékteré
z Cisel 1,2,...,n. Ortogonalitu pro dva osvobozené ¢tverce definujeme stejné jako pro ¢tverce latinské,
tj. kdyz je ”déame pies sebe”, uvidime kazdou z n? moznjch dvojic ¢isel pravé jednou.

a) Nahlédnéte, 7e existuje-li ¢ navzajem ortogonalnich latinskych étverct (NOLCt), pak Ize zkonstru-

ovat t + 2 navzajem ortogonalnich osvobozenych étvercit (NOOCH). (2 body)

b) Dokaite, ze vezmeme-li mnozinu NOOCi a policka ve ¢tvercich libovolné zpermutujeme (ale ve

véech ¢tvercich stejné!), dostaneme opét mnozinu NOOCH. (8 body)

c) Dokaite, ze pro mnozinu alespoti dvou NOOCH plati, Ze kazdy Etverec obsahuje kazdé z &isel

1,2,...,n pravé n-krat. (1 bod)

d) Pomoci (b) a (c) dokazte, Ze z t + 2 NOOCH Ize zkonstruovat t NOLCH. (8 body)

Uloha 7. Pro graf G = (V, E) ozna¢me A(G) maximalni stupeni vrcholu. Hranové obarveni grafu k

barvami je zobrazeni ¢ : E — {1,2,... k} takové, ze kazdé dvé sousedni hrany maji riiznou barvu.
Nejmensi takové k nazyvame chromaticky index grafu a znaéime x/(G).

a) Dokazte, ze X' (G) > A(G). (2 body)

b) Najdéte graf, jehoz hrany nelze obarvit pomoci A(G) barev. (1 bod)

* ¢) Ukazte, Ze pro kazdy bipartitni graf H s maximélnim stupném A existuje bipartitni A-reguldrni

nadgraf (tj. graf H' takovy, ze H je podgraf H'). (8 body)

* d) Pomoci (c) dokazte, ze hrany kazdého bipartitniho grafu lze obarvit pomoci A(G) barev. Spolu s
(a) pro bipartitni grafy dostavame x'(G) = A(G). Toto tvrzeni se nazyva Konigova véta. (3 body)
* ) Dokazte Kénigovu vétu nezavisle na predchozim, napf. indukei podle po¢tu hran. (5 bodi)



