Kombinatorika a grafy I: série 6 — Ramseyova véta

Vsechny kroky fesSeni je tieba peclivé zdtivodnit nebo dokézat.

Ramseyovym ¢islem R(k,l) ozna¢me nejmensi pfirozené ¢islo N takové, Ze libovolny uplny graf na
N vrcholech, jehoZ hrany jsou obarveny dvéma barvami (t¥eba ¢ervenou a zelenou), bud obsahuje tplny
podgraf K}, Cervené barvy, nebo obsahuje K; zelené barvy. Ramseyova véta fika, Ze pro libovolné k a [
pfirozené takové Ramseyovo ¢éislo R(k,[) existuje.

Vétu lze zobecnit i na vice barev, budeme tedy uvazovat i podobné definovand Ramseyova cisla
R(ky,ka, ..., k).

Uloha 1. Rozhodnéte, zda plati nasledujici analogie Ramseyovy véty:
a) Verze pro orientované grafy — tedy obarvime hrany tplného orientovaného grafu, kde hrany vedou

obéma sméry. Existuje uplny jednobarevny orientovany podgraf velikosti k? (2 body)
b) Verze pro uplny graf se smyckami — kazdy vrchol ma navic kolem sebe smyc¢ku. Existuje uplny
jednobarevny podgraf (spolu se smyc¢kami) velikosti k7 (2 body)

c¢) Je pravda, Ze mizeme pii libovolném obarveni dostateéné velkého grafu nalézt pro kazdé dvé riz-
nobarevné hrany jednobarevny trojihelnik, ktery bude jednu z téchto hran obsahovat? (2 body)
d) Plati analogie Ramseyovy véty, kde dostatecné velky tplny graf obarvime pomoci dvou barev dvakrat
a ptame se, zda existuje uplny podgraf velikosti k, ktery je v obou barvenich obarveny jednobarevné

(ne nutné stejnou barvou)? (2 body)
Uloha 2. Odhad Ramseyova ¢isla R(3,4):

a) Dokazte, ze R(3,4) > 8, tedy naleznéte protipiiklad na 8 vrcholech. (8 body)

b) Dokazte, Ze R(3,4) <9, tedy dokazte, Ze jiz devét vrchold postacuje. (8 body)

Uloha 3. Dokaite, Ze pro libovolné obarveni tiplného grafu na n vrcholech pomoci dvou barev existuje
jeho jednobarevna kostra. (2 body)

Uloha 4. Uvazme Ramseyovo &islo R(k,l,m), jinymi slovy barvime pomoci ti{ barev.
a) Dokazte, ze R(k,l,2) = R(k,1). (1 bod)
b) Dokazte, Ze
R(k,1,m) < min{ R(k, R(L,m)), R(l, R(k,m)), R(m, R(k, 1)) },

¢imz specidlné dvojbarevna verze Ramseyovy véta Fika, Ze ¢islo R(k,l,m) je také konecné. (3 body)
c¢) Dokazte pro k,l,m > 2, ze

R(k,1,m) < R(k —1,1,m) + R(k,1 — 1,m) + R(k,l,m — 1).

(3 body)
d) S vyuzitim c) dokazte indukci, ze
(k+14+m—3)!
k,l < .
Rk,Lm) < G = im — 1)
(8 body)
e) S vyuzitim ¢asti a) a c) dokazte, ze R(3,3,3) < 17. (2 body)

Uloha 5. O disle fekneme, ze mé lichy rozklad, pokud soucet jeho prvoéinitelt je lichy. Napiiklad 54 ma
lichy rozklad, protoze 54 = 2-3% a 2+ 3 + 3 + 3 = 11 je liché &slo. Dokazte, ze pro kazdé piirozené k
existuje N takové, ze mezi prirozenymi ¢isly od 1 do N nalezneme k cisel takovych, ze soucet libovolné
dvojice z nich m4 lichy rozklad. (5 bodi)

Hint: Obarvéte hrany iplného grafu dvéma barvami podle toho, zda soucet danych ¢isel mé lichy rozklad,
a pouzijte Ramseyovu vétu. Pokud naleznéte uplny podgraf $patné barvy, modifikujte danou k-tici.

Uloha 6. Necht G je graf barevnosti x(G) = k a H je souvisly graf s nejvyse [ vrcholy. Dokazte, Ze lze
obarvit hrany K(_1);—1) dvéma barvami, tak aby neobsahoval ¢erveny G, ani zeleny H jako podgraf.
Hint: Pouzijte konstrukci z posledniho cviceni. (8 body)



